
Co mote maszyna Turinga, czyli o algorytmach (I)

Pro! dr Andrzej MOSTOWSKI, czlonek rzeczywisty PAN

Wedlug Malej Encyklopedii Powszechnej(PWN, Warszawa 1952, s. 18) algorytm
jest to "okreslona metoda postepowania w celu rozwiazania danego zadania
rachunkowego, np. algorytm znajdowania pierwiastków kwadratowych".
Slowo "algorytm" jest znieksztalconym nazwiskiem astronoma Muhammeda ibn
Musa Alchwarizmi, pochodzacego z Uzbekistanu; zyl on w pierwszej polowie
IX wieku, a dzialal na dworze kalifa w Bagdadzie. W roku 830 napisal on ksiazke
pt. Hisab al-djabr wa'l-mukabala(czyli nauka o redukcji i przeniesieniach), w której
wylozyl Znane wówczas wiadomosci o tym, co - pod wplywem jego ksiazki -
nazwano potem algebra. Ksiazka ta odegrala w historii matematyki duza role:
dzieki niej odkrycia matematyków hinduskich, a w szczególnosci uzywane
powszechnie dzisiaj cyfry oraz system dziesietny zapisywania liczb naturalnych,
przyjely sie w matematyce arabskiej i w konsekwencji - europejskiej.
Umiejetnosc wykonywania prostych czynnosci rachunkowych rozwijala sie wolno.
Znane i powszechnie dzis uzywane algorytmy, takie jak algorytm dodawania lub
algorytm mnozenia liczb zapisanych w ukladzie dziesietnym, przyjely sie dopiero
w wieku pietnastym ..
Dzis nie zaliczamy tych umiejetnosci do powaznej matematyki. Uczymy sie ich
w bardzo mlodym wieku i traktujemy je jako zupelnie oczywiste. W czasach
Alchwarizmiego bylo inaczej. Formulowanie prostych algorytmów bylo wtedy
powazna i potrzebna dzialalnoscia matematyka, glównie dlatego, ze system
dziesietny nie byl rozpowszechniony.
Niektóre algorytmy sa latwe i znane kazdemu, jak np. algorytmy dodawania
i mnozenia w ukladzie dziesietnym. Latwo je przeformulowac tak, by stosowaly
sie do ukladu dwójkowego lub jakiegokolwiek innego. Inne algorytmy sa troche
trudniejsze, jak na przyklad algorytm obliczania pierwsiastka kwadratowego albo
algorytm pozwalajacy z rozwiniecia dziesietnego przechodzic do rozwiniecia
dwójkowego. Ale prosze sie zastanowic nad algorytmem obliczania pierwiastka
kwadratowego Z liczby zapisanej w ukladzie dwójkowym. Na pewno trzeba sie
troche pomeczyc, zanim sie taki algorytm znajdzie (jest on opisany w ksiazce
I. Floresa, Arytmetyka maszyn cyfrowych,Warszawa 1970, WNT, ale kto ma
poczucie humoru i zna angielski, niech lepiej zajrzy do ksiazki: lan Synge,
Kandelman's Krim, A realisticfantazy,London 1957, Jonathan Cape, s. 104).
A oto jeszcze jeden niebanalny przyklad algorytmu: postepowanie pozwalajace
wyznaczac kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego liczby n. W zasadzie algorytm
taki znalazl juz Archimedes.
W wielu przypadkach nie wiemy, czy dane zadanie rachunkowe daje sie rozwiazac
przy pomocy algorytmu, czy istnieje "okreslona metoda postepowania",
pozwalajaca wyznaczac szukane wielkosci. Nastepujacy przyklad, w którym taka
metoda Zapewne istnieje, pochodzi od slynnego matematyka holenderskiego
L. E. J. Brouwera (1881-1966): wyznaczyc kolejne liczbyn, takie ze w rozwinieciu
dziesietnym liczby n stoi jedna za drugan cyfr 7. Nie wiemy, czy np. 7 jest taka
liczba, i nie mamy pojecia, jak na to pytanie odpowiedziec.
Jakkolwiek przypuszczamy, ze nie ma algorytmu, który pozwalalby na wyznaczanie
tych liczb, to dowodu na to nie posiadamy. Jesli chcemy na serio odpowiedziec na
pytanie, czy jakies zadanie daje sie rozwiazywac przy pomocy algorytmu, musimy
najpierw podaÓoscislamatematyczna definicje algorytmu. Tym problemem
zajmowano sie intensywnie w trzydziestych latach obecnego wieku i zaproponowano
szereg definicji, które zreszta wszystkie okazaly sie równowazne. Naszkicujemy tu
pierwsza i chyba najbardziej znana definicje, pochodzaca od angielskiego
matematyka A. M. Turinga (1912-1954).
Przede wszystkim musimy uswiadomic sobie, ze kazdy algorytm jest przepisem na
przeksztalcanie wyrazen. Na przyklad algorytm dodawania liczb zapisanych
w ukladzie dwójkowym pozwala na uzyskanie z dwóch ciagów zer i jedynek
nowego takiego ciagu; podobnie jest dla wszystkich innych algorytmów
wspomnianych wyzej. Dlatego Turing opisujac abstrakcyjne pojecie algorytmu
wyobraza sobie dwustronnie nieskonczona tasme podzielona na pola, z których
kazde zajete jest przez pewien symbol. Dopuszczamy tylko skonczona ilosc symboli
So,.f1, ... , SN, przy czymSo mozemy uwazac za symbol "pusty", tj. brak
jakiegokolwiek symbolu na polu uwazamy Za równoznaczne z tym, ze na polu tym
figuruje !>ymbolSo. W kazdej chwili tylko skonczona ilosc pól na tasmie jest zajeta

. przez symbole rózne odSo.
Tasma jest czescia urzadzenia, nazywanego "maszyna Turinga". Maszyna ta

12



Rozwiazania - gry

J. Jesli strategie minimaksowe sa
w równowadze, to istnieje taka wyplata. która

jest jednoczesnie najmniejsza w wierszu
i najwieksza w kolumnie. Przypuscmy. ze jest
nja Q. Wtedy c < a < b. Jesli teraz d > c, to Bt

jest d ominujaca (pamietamy. ze wyplaty dla

B maja przeciwne znaki): jesli c > d, to tym
bardziej b > d i A l jest dominujaca.

W pozostalych przypadkach - analogicznie.
2. Jesli o+d = b+c, to albo o < b i c < d,
albo o > b i c > d. W pierwszym przypadku

B1 jest dominujaca, w drugim - BI jest

dominowana, a z zalozenia nie ma takich

strategii.
3. w(p, y) ;= op+ c(l- p)y +
+(bp+d(l-p»(I- y).
Latwo sprawdzamy, zeop+c(l-p) = bp+
+d(l-p) = v, stad w(p,y) = V· y+v(l- y)
= v. Dla w(x, q) - analogicznie.

4. Je"i B stosuje jakakolwiek strategie, to A

stosujac strateg e(p, I - p) moze zapewnic

sobie wyplate v i nie moze zapewnic wyplaty
wiekszej. Z drugiej strony B, stosujac strategie
(q, 1- q), zapewnia sobie to, ze A nie otrzyma

wyplaty wiekszej nizv.

dziala, wykonujac kolejno poszczególne kroki; w kazdej jednostce czasu maszyna
wykonuje jeden krok.
Turing zaklada, zew kazdej chwili maszyna znajduje sie w pewnym stanie, przy
czym ilosc mozliwych stanów jest skonczona. Oznaczymy te stany symbolamiqo,
q l' ... , qp. W konkretnej realizacji technicznej stany maszyny sa wyznaczone przez
wzajemne polozenia jej czesci, a wiec dzwigien, kól etc., lub tez przez stany
elektryczne albo magnetyczne tych jej czesci, które dzialaja na zasadach
elektromagnetycznych. Przy opisie abstrakcyjnym nie musimy sie zastanawiac,
czym konkretnie sa stany. Wystarczy wiedziec, ze w kazdej chwili maszyna
znajduje sie w pewnym stanie.
Zakladamy dalej, ze maszyna jest wyposazona w urzadzenie, zwane glowica, która
w kazdej chwili obserwuje jedno z pól tasmy. Pole to jest w tej chwili wyróznione.
Maszyna jest w stanie wykonywac nastepujace czynnosci:(L) - przesunac tasme
o jedno pole w lewo; (P) - przesunac tasme o jedno pole w prawo;(Dj) - usunac
symbol znajdujacy sie na polu wyróznionym i zastapic go symbolemsJ (j =
= O, 1, ... ,N). Przy czynnosciach (L) i (P) nastepuje zmiana wyróznionego pola,
natomiast przy czynnosciach(Do), ... , (DN) to samo pole jest wyróznione po
dokonaniu czynnosci, jakie byly wyróznione przed jej wykonaniem.
Jakie czynnosci maszyna bedzie wykonywac i w jakim porzadku, zalezy od
instrukcji, które musimy ustalic przed uruchomieniem maszyny. Instrukcja sklada
sie z dwu czesci: warunku, który ustala, kiedy instrukcje mozna wykonac, oraz
instrukcji wlasciwej, Warunek ma zawsze postac: "jesli jestes w stanieqi, a na polu
wyróznionym jest symbol Sh'" instrukcja wlasciwa ma jedna z trzech postaci:
"wykonaj czynnosc (L) i przejdz do stanuqk" albo "wykonaj czynnosc (P)
i przejdzdo stanuqk'" albo "wykonaj czynnosc (Dj) i przejdz do stanuqk'"

Ostatecznie wiec kazda instrukcje mozemy zapisac w jednej z nastepujacych
postaci: qishPqb qishLqb qishSjqb przy czym dwa pierwsze symboleqiSh okreslaja
warunek wykonalnosci, a dwa ostatnie tworza instrukcje wlasciwa.
Dzialanie maszyny jest okreslone przez program, to jest skonczony zbiór instrukcji.
Instrukcje te nie moga byc zupelnie dowolne, nie mozemy bowiem udzielac
maszynie dwu sprzecznych instrukcji. Gdybysmy w programie mieli na przyklad
instrukcje qISILq2 oraz q1SIPq2, to maszyna znajdujaca sie w stanieql z symbolem
SI na polu wyróznionym nie wiedzialaby, czy ma wykonac czynnosc(P), czy (L).
Zadamy zatem, aby w programie nie znalazly sie dwie rózne instrukcje o tych
samych warunkach.
Mozemy teraz opisac dzialanie maszyny. Umieszczamy najpierw na tasmie dowolne
symbole sposródSo, SI' ... ,SN, tak aby tylko skonczona liczba symboli byla rózna
od So. Ciag tych symboli tworzy tzw. poczatkowy stan tasmy, albo krótko:
"wejscie". Przyjmiemy umownie, ze stanem maszyny w chwili poczatkowej jestqo
i ze polem wyróznionym jest ostatnie pole po prawej stronie tasmy, zajete przez
symbol rózny odSo.

Z chwila uruchomienia maszyny wyszukuje ona w programie instrukcje, która
moze zastosowac, tj. taka, ze jej warunki zgadzaja sie ze stanem, w jakim maszyna
sie znajduje, i z symbolem na polu wyróznionym.
Po wykonaniu czynnosci wskazanej przez instrukcje i przejsciu do nowego stanu,
wyznaczonego przez instrukcje, maszyna znów wyszukuje instrukcje, która daje
sie zastosowac, i powtarza to postepowanie tak dlugo, jak to jest mozliwe.
Moze sie zdarzyc, ze po wykonaniu pewnej ilosci poruszen maszyna nie znajdzie
juz instrukcji, która moglaby wykonac. W tym przypadku maszyna zatrzymuje sie·
Ciag symboli figurujacy na tasmie w koncowej chwili dzialania maszyny, czyli tzw.
"wyjscie", jest wynikiem algorytmu okreslonego przez maszYhe, zastosowanego do
wejscia. Jesli oznaczymy przezM maszyne, a przezw jej wejscie, to wyjscie
oznaczamy przezM(w).

Druga mozliwosc jest taka, ze maszyna Zawsze znajduje instrukcje dajaca sie
zastosowac. Nie zatrzymuje sie ona wtedy nigdy. Mówimy, ze algorytm opisany
przez maszyne nie daje sie zastosowac do wejscia, albo zeM(w) jest nieokreslone.
Jako prosty przyklad okreslimy maszyne opisujaca algorytm dodawania jedynki do
liczby zapisanej w rozwinieciu dwójkbwym. Algorytm ten jest, jak wiemy,
nastepujacy: jesli ostatnia cyfra jestO, to zastepujemy ja przez l, poprzednich zas
cyfr nie zmieniamy; jesli ostatnia cyfra jest 1, to zmieniamy ja naO i powtarzamy
opisane postepowanie z przedostatnia cyfra. Ten proces kontynuujemy az do
wyczerpania wszystkich cyfr.
Aby opisac ten algorytm przy pomocy maszyny Turinga, musimy miec 3 symbole:
So, O, 1 oraz 3 stany: qo (stan, w którym maszyna zmienia cyfre na polu
wyróznionym), ql (stan, w którym maszyna przesuwa tasmenip majac jedynki do
"przeniesienia"), q2 (stan, w którym maszyna przesuwa tasme majac jedynke do
"przeniesienia" ).
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Program maszyny sklada sie z 6 instrukcji:

aosoIa2, aoOI al, qoIOa2, qlOPql, qlIPat. Q20PqO·

Przypuscmy np., ze wejsciem maszyny jest ciag 1010. Stany maszyny i symbole na
tasmie sa wówczas nastepujace ("tlusta" czcionka oznacza pole wyróznione):

(1) 1010qo, (2) 1011ql, (3) IOllql, (4) IOlla!, (5) lOlla!, (6)so IOllql'

Jesli natomiast wejsciem jest ciag 1111, to dzialanie maszyny przebiega nastepujaco:
(1) 1111qo, (2) 11lOq2, (3) lIlOqo, (4) 1100a2, (5) 1l00ao,

(6) 1000q2, (7) 1000qo, (8) OOOOq2, (9) So OOOOqo, (10) lOOOOq2'

Podany tu przyklad jest niezwykle prosty i nie daje pelnego swiadectwa tego, co
maszyna Turinga moze naprawde zdzialac. Czytelnik, który chcialby sie nauczyc,
jak z prostych czynnosci wykonywanych przez maszyny Turinga mozna skladac
dzialania coraz bardziej zlozone, musialby zwrócic sie do latwo zreszta dostepnych
opracowan powazniejszych (zob. np. B. A. Trahtenbrot,Algor((my i wyczislitelnyje
awtomaty, Moskwa 1974). Jakkolwiek jednak zlozone bedzie dzialanie wykonywane
przez maszyne Turinga, bedzie ono mialo zawsze charakter algorytmiczny:
wykonanie go nie bedzie wymagalo inteligencji, lecz tylko uwagi i sc:slego
przestrzegania instrukcji.
W dotychczasowej czesci artykulu star.alismy sie byc bardzo dokladni. W dalszej
czesci, w której nie mozemy juz prowadzic wykladu tak scisle, postaramy sie
opowiedziec, jak mozna skonstruowac zadanie rachunkowe, dla którego nie
istnieje rozwiazanie przy pomocy maszyny Turinga.

ównania rózniczkowe

Dr Henryk KOLAKOWSKI

Kazdy z czytelników spotkal sie niejednokrotnie z równaniami algebraicznymi postaci:

Równaniem typu (1) jest na przyklad równanie liniowe

Krzywa y = y(x), X E l nazywamy krzywa calkowa równania (2).

-Ax-C
y=--B

dY02 = f(x, y(x».
dx

to (x, y(x» E Q,
to f(x, y(x» = O.

dy
"(fX = f(x, y),

jesli x E l,
jesli x E l,

jesli x E l, to

(2)

y = y(x)

okreslona na pewnym zbiorzel c (a, b), spelniajaca warunki:

gdzief jest funkcja okreslona na prostokacieQ.
Rozwiazaniem równania (2) nazywamy kazda funKcjey = y(x) rózniczkowalr:a w przedzialel,
której wykres lezy w zbiorzeQ i która spelnia warunek (2), to znaczy:

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyklad:

x2+y2-1=0, xE(-l,l), yE~(-l,I).
Sposród rozwiazan okreslonych na1= (-1, 1) ciagle sa dwa:

y = Vl-x' oraz y = -VI _x2•

Po tym krótkim wstepie przejdziemy do omówienia naj prostszych równan rózniczkowych.
Definicja: Równaniem rózniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszegonazwiemy równanie:

Ax+By+C = O,

gdzie A, B, C sa liczbami rzeczywistymi iB # O. Wówczas jedynym rozwiazaniem jest funkcja

(I) f(x, y) = O,

gdziefjest funkcja rzeczywista okreslona na prostokacieQ = {(x, y): a < x < b, c < y < d},
tin. funkcja, która kazdej parze liczb(x, y) E Q przyporzadkowuje liczbe rzeczywistaf(x,y).

Rozwiazaniem równania (1) nazywa sie w szkole kazda pare liczb(p, q) E Q spelniajaca warunek:

f(p, q) = O.

Mozna na to spojrzec inaczej: rozwiazaniem równania (1) bedziemy nazywali funkcje
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