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Prof. dr Andrzej MOSTOWSKI, czlonek rzeczywisty PAN

Wedtug Malej Encyklopedii Powszechnej (PWN, Warszawa 1952, s. 18) algorytm
jest to ,,okreslona metoda postepowania w celu rozwigzania danego zadania
rachunkowego, np. algorytm znajdowania pierwiastkéw kwadratowych”.
Stowo ,,algorytm” jest znieksztalconym nazwiskiem astronoma Muhammeda ibn
Musa Alchwarizmi, pochodzgcego z Uzbekistanu; zyl on w pierwszej potowie
1X wieku, a dzialat na dworze kalifa w Bagdadzie. W roku 830 napisal on ksiazke
pt. Hisab al-djabr wa’'l-mukabala (czyli nauka o redukcji i przeniesieniach), w ktorej
wylozyt znane wéwezas wiadomosci o tym, co — pod wplywem jego ksigzki —
nazwano potem algebrg. Ksiazka ta odegrata w historii matematyki duzg role:
dzigki niej odkrycia matematykéw hinduskich, a w szczegdlnosci uzywane
powszechnie dzisiaj cyfry oraz system dziesigtny zapisywania liczb naturalnych,
przyjely sie w matematyce arabskiej i w konsekwencji — europejskiej.
Unmiejetno$é wykonywania prostych czynnoéci rachunkowych rozwijata si¢ wolno.
Znane i powszechnie dzi§ uzywane algorytmy, takie jak algorytm dodawania lub
algorytm mnozenia liczb zapisanych w ukladzie dziesigtnym, przyjely si¢ dopiero
w wieku pigtnastym.
Dzi$ nie zaliczamy tych umiejetnoéci do powaznej matematyki. Uczymy sig ich
w bardzo mlodym wieku i traktujemy je jako zupelnie oczywiste. W czasach
Alchwarizmiego bylo inaczej. Formulowanie prostych algorytméw bylo wtedy
powazna i potrzebng dzialalnosciag matematyka, gtéwnie dlatego, ze system
dziesietny nie byt rozpowszechniony.
Niektére algorytmy s fatwe i znane kazdemu, jak np. algorytmy dodawania
i mnozenia w ukladzie dziesietnym. Latwo je przeformulowa¢ tak, by stosowaly
sie do uktadu dwéjkowego lub jakiegokolwiek innego. Inne algorytmy sg trochg
trudniejsze, jak na przyklad algorytm obliczania pierwsiastka kwadratowego albo
algorytm pozwalajacy z rozwinigcia dziesigtnego przechodzié¢ do rozwinigcia
dwojkowego. Ale prosze si¢ zastanowi¢ nad algorytmem obliczania pierwiastka
kwadratowego z liczby zapisanej w ukiadzie dwojkowym. Na pewno trzeba si¢
troche pomeczyé, zanim sig¢ taki algorytm znajdzie (jest on opisany w ksigzce
1. Floresa, Arytmetyka maszyn cyfrowych, Warszawa 1970, WNT, ale kto ma
poczucie humoru i zna angielski, niech lepiej zajrzy do ksigzki: Ian Synge,
Kandelman’s Krim, A realistic fantazy, London 1957, Jonathan Cape, s. 104).
A oto jeszcze jeden niebanalny przyklad algorytmu: postgpowanie pozwalajace
wyznaczaé kolejne cyfry rozwinigcia dziesigtnego liczby z. W zasadzie algorytm
taki znalazl juz Archimedes.
W wielu przypadkach nie wiemy, czy dane zadanie rachunkowe daje si¢ rozwigzac
przy pomocy algorytmu, czy istnieje ,,okre§lona metoda postgpowania”,
pozwalajaca wyznaczaé szukane wielkosci. Nastepujacy przyklad, w ktorym taka
metoda zapewne istnieje, pochodzi od stynnego matematyka holenderskiego
L. E. J. Brouwera (1881-1966): wyznaczyé kolejne liczby n, takie Ze w rozwinigciu
dziesigtnym liczby = stoi jedna za drugg n cyfr 7. Nie wiemy, czy np. 7 jest taka
liczba, i nie mamy pojecia, jak na to pytanie odpowiedziec.
Jakkolwiek przypuszczamy, ze nie ma algorytmu, ktéry pozwalatby na wyznaczanie
tych liczb, to dowodu na to nie posiadamy. Jesli chcemy na serio odpowiedzie¢ na
pytanie, czy jakie$ zadanie daje si¢ rozwiazywaé przy pomocy algorytmu, musimy
najpierw podaé$cista matematyczng definicj¢ algorytmu. Tym problemem
zajmowano sie intensywnie w trzydziestych latach obecnego wieku i zaproponowano
szereg definicji, ktore zreszta wszystkie okazaly si¢ rownowazne. Naszkicujemy tu
pierwsza i chyba najbardziej znang definicje, pochodzaca od angielskiego
matematyka A. M. Turinga (1912-1954).
Przede wszystkim musimy u$wiadomié sobie, ze kazdy algorytm jest przepisem na
przeksztalcanie wyraZen. Na przyklad algorytm dodawania liczb zapisanych
w ukladzie dwéjkowym pozwala na uzyskanie z dwoéch ciggéw zer i jedynek
nowego takiego ciagu; podobnie jest dla wszystkich innych algorytméw
wspomnianych wyzej. Dlatego Turing opisujac abstrakcyjne pojecie algorytmu
wyobraza sobie dwustronnie nieskoriczong tasme¢ podzielong na pola, z ktérych
kazde zajete jest przez pewien symbol. Dopuszczamy tylko skonczona ilo$¢ symboli
So, §15 ---5 Sys PTZy €Zym s, mozemy uwazaé za symbol ,,pusty”, tj. brak
jakiegokolwiek symbolu na polu uwazamy za réwnoznaczne z tym, Ze na polu tym
figuruje symbol s,. W kazdej chwili tylko skoriczona ilo$¢ pél na tasmie jest zajgta
_ przez symbole rézne od s,. .
Tasma jest czgécig urzadzenia, nazywanego ,,maszyng Turinga”. Maszyna ta
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dziala, wykonujac kolejno poszczegolne kroki; w kazdej jednostce czasu maszyna
wykonuje jeden krok.

Turing zaklada, ze w kazdej chwili maszyna znajduje si¢ w pewnym stanie, przy
czym ilo§¢ mozliwych stanéw jest skoniczona. Oznaczymy te stany symbolami g,
4., ---» 4p-W konkretnej realizacji technicznej stany maszyny sa wyznaczone przez
wzajemne poloZenia jej czgsci, a wige dzwigien, kot etc., lub tez przez stany
elektryczne albo magnetyczne tych jej czgéci, ktdre dzialajg na zasadach
elektromagnetycznych. Przy opisie abstrakcyjnym nie musimy si¢ zastanawiac,
czym konkretnie sg stany. Wystarczy wiedzie¢, ze w kazdej chwili maszyna
znajduje sie¢ w pewnym stanie.

Zakladamy dalej, ze maszyna jest wyposazona w urzadzenie, zwane glowicg, ktora
w kazdej chwili obserwuje jedno z pél ta§my. Pole to jest w tej chwili wyrdznione.
Maszyna jest w stanie wykonywa¢ nastgpujace czynnosci: (L) — przesunac tasme
o jedno pole w lewo; (P) — przesunac tasmeg o jedno pole w prawo; (D;) — usungé
symbol znajdujacy si¢ na polu wyréznionym i zastapi¢ go symbolem s, (j =

= 0,1, ..., N). Przy czynno$ciach (L) i (P) nastgpuje zmiana wyroznionego pola,
natomiast przy czynnosciach (Dy), ..., (Dy) to samo pole jest wyréznione po
dokonaniu czynnosci, jakie byly wyrdznione przed jej wykonaniem.

Jakie czynnosci maszyna bgdzie wykonywac i w jakim porzadku, zalezy od
instrukeji, ktore musimy ustali¢ przed uruchomieniem maszyny. Instrukcja sklada
si¢ z dwu czesci: warunku, ktdry ustala, kiedy instrukcjg mozna wykonaé, oraz
instrukcji wlasciwej. Warunek ma zawsze postac: ,,jesli jestes w stanie ¢;, a na polu
wyroznionym jest symbol s;,”, instrukcja wlasciwa ma jedng z trzech postaci:
,»wykonaj czynnos¢ (L) i przejdz do stanu ¢, albo ,,wykonaj czynnos¢ (P)

i przejdz do stanu g,”, albo ,,wykonaj czynnosé (D;) i przejdz do stanu g,".
Ostatecznie wigc kazdg instrukcje mozemy zapisa¢ w jednej z nastgpujgcych
postaci: g5, Pqx, qiSpLqr, 4i5ySiqx, Przy czym dwa pierwsze symbole g;s, okreslaja
warunek wykonalnosci, a dwa ostatnie tworzg instrukcje wlasciwa.

Dzialanie maszyny jest okre§lone przez program, to jest skoniczony zbiér instrukeji.
Instrukcje te nie moga by¢ zupelnie dowolne, nie mozemy bowiem udziela¢
maszynie dwu sprzecznych instrukcji. Gdyby$Smy w programie mieli na przyklad
instrukcje ¢g,5,Lq, oraz q,s5,Pq,, to maszyna znajdujaca si¢ w stanie g, z symbolem
s, na polu wyréznionym nie wiedzialaby, czy ma wykonac czynnosé (P), czy (L).
Zadamy zatem, aby w programie nie znalazly si¢ dwie rézne instrukcje o tych
samych warunkach.

Mozemy teraz opisaé dzialanie maszyny. Umieszczamy najpierw na tasmie dowolne
symbole sposrdd s,, 54, ..., Sy, tak aby tylko skoriczona liczba symboli byla rézna
od s54. Cigg tych symboli tworzy tzw. poczatkowy stan taémy, albo krotko:
,,wejscie”. Przyjmiemy umownie, Ze stanem maszyny w chwili poczatkowej jest g,
i ze polem wyrdznionym jest ostatnie pole po prawej stronie ta$my, zajete przez
symbol rézny od s,.

Z chwilg uruchomienia maszyny wyszukuje ona w programie instrukcje, ktérg
moze zastosowad, tj. taka, ze jej warunki zgadzaja sig ze stanem, w jakim maszyna
si¢ znajduje, i z symbolem na polu wyroznionym.

Po wykonaniu czynnos$ci wskazanej przez instrukcje i przej$ciu do nowego stanu,
wyznaczonego przez instrukcje, maszyna zndw wyszukuje instrukcje, ktéra daje
si¢ zastosowac, 1 powtarza to postgpowanie tak diugo, jak to jest mozliwe.

Moze si¢ zdarzyé, ze po wykonaniu pewnej iloSci poruszen maszyna nie znajdzie
juz instrukcji, ktérg moglaby wykonaé. W tym przypadku maszyna zatrzymuje sig.
Ciag symboli figurujacy na ta$mie w koncowej chwili dzialania maszyny, czyli tzw.
,»wyjscie”, jest wynikiem algorytmu okreslonego przez maszyhe, zastosowanego do
wejscia. Je§li oznaczymy przez M maszyne, a przez w jej wejscie, to wyjscie
oznaczamy przez M(w).

Druga mozliwo$é jest taka, Ze maszyna zawsze znajduje instrukcje dajaca sig
zastosowaé. Nie zatrzymuje si¢ ona wtedy nigdy. Mowimy, Ze algorytm opisany
przez maszyne nie daje sie zastosowac do wejscia, albo ze M(w) jest nieokreslone.
Jako prosty przyklad okre§limy maszyne opisujaca algorytm dodawania jedynki do
liczby zapisanej w rozwinigeiu dwojkowym. Algorytm ten jest, jak wiemy,
nastepujacy: jeSli ostatnia cyfrg jest 0, to zastgpujemy ja przez 1, poprzednich zas
cyfr nie zmieniamy; jesli ostatnig cyfra jest 1, to zmieniamy ja na 0 i powtarzamy
opisane postgpowanie z przedostatnia cyfra. Ten proces kontynuujemy az do
wyczerpania wszystkich cyfr.

Aby opisac ten algorytm przy pomocy maszyny Turinga, musimy mie¢ 3 symbole:
50, 0, 1 oraz 3 stany: g, (stan, w ktérym maszyna zmienia cyfr¢ na polu
wyréznionym), ¢; (stan, w ktorym maszyna przesuwa tasme nir majac jedynki do
,,przeniesienia’’), q, (stan, w ktorym maszyna przesuwa tasme majac jedynke do
,,przeniesienia’).
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Program maszyny sklada si¢ z 6 instrukcji:

qoSolq:, qo0lqy, gol0q,, ¢,0Pq,, q,1Pq,, q.,0Pq,.

Przypus¢my np., Ze wejsSciem maszyny jest cigg 1010. Stany maszyny i symbole na
taSmie sg wowczas nastgpujace (,,tlusta™ czcionka oznacza pole wyrdznione):

(1) 1010 g5, (2) 1011q,, (3) 101lq,, (4) 1011q,, (5) 1011q,, (6)s, 1011g,.

Jesli natomiast wejsciem jest ciag 1111, to dzialanie maszyny przebiega nastgpujaco:
(1) 1111ge, (2) 1110q,, (3) 1110g,, (4) 1100g,, (5) 1100q,,
(6) 1000g,,  (7) 1000g,,  (8) 0000g;,  (9) 5o0000¢o,  (10) 10000g;.

Podany tu przyklad jest niezwykle prosty i nie daje pelnego $wiadectwa tego, co
maszyna Turinga moze naprawdg zdziala¢. Czytelnik, ktory chcialby sig nauczyé,
jak z prostych czynnos$ci wykonywanych przez maszyny Turinga mozna skladaé
dzialania coraz bardziej ztozone, musialby zwrdcic si¢ do tatwo zresztg dostgpnych
opracowan powaznigjszych (zob. np. B. A. Trahtenbrot, Algorifmy i wyczisliteln yje
awtomaty, Moskwa 1974). Jakkolwiek jednak zlozone bgdzie dziatanie wykonywane
przez maszyng Turinga, bgdzie ono miato zawsze charakter algorytmiczny:
wykonanie go nie bgdzie wymagatlo inteligencji, lecz tylko uwagi i scistego
przestrzegania instrukcji.

W dotychczasowej czesci artykulu starali$my sig¢ byé bardzo doktadni. W dalszej
czesci, w ktérej nie mozemy juz prowadzi¢ wykladu tak $cile, postaramy sig
opowiedzieé, jak mozna skonstruowaé zadanie rachunkowe, dla ktdrego nie
istnieje rozwiazanie przy pomocy maszyny Turinga.

Rownania rézniczkowe

Dr Henryk KOLAKOWSKI

Kazdy z czytelnikow spotkal si¢ niejednokrotnie z réwnaniami algebraicznymi postaci:

€)) flx, ) =0,

gdzie fjest funkcja rzeczywistg okreslong na prostokacie 2 = {(x,y):a<x < b,e <y < d},

tzn. funkcja, ktora kazdej parze liczb (x, y) € 22 przyporzadkowuje liczbe rzeczywisty f(x, ).
Rozwigzaniem réwnania (1) nazywa sie w szkole kazda parg liczb (p, g) € £2 spelniajacq warunek:

flp,q) =0.
Mozna na to spojrze¢ inaczej: rozwiazaniem rownania (1) bedziemy nazywali funkcje

¥y =yx)
okreslona na pewnym zbiorze I < (a, b), spelniajacg warunki:

jesli xel, to (xy()ef,
jesli  xel, to flx.yx) =0.

Roéwnaniem typu (1) jest na przyklad rownanie liniowe
Ax+By+C =0,

gdzie 4, B, C sa liczbami rzeczywistymi i B # 0. Wowczas jedynym rozwigzaniem jest [unkcja

—Ax-C
e

Rozpatrzmy jeszcze jeden przykiad:
x*+y*—1=0, xe(—1,1), yel-1,1).
Sposréd rozwigzan okreslonych na I = (—1, 1) ciagle sa dwa :
y=yY1-x* oraz y=—yI-x.
Po tym krotkim wstepie przejdziemy do oméwienia najprostszych réwnan rozniczkowych.

Definicja: Réwnaniem rdzniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazwiemy rownanie:

dy
(@) e =),
gdzie f jest funkcja okreélona na prostokacie £2.
Rozwiazaniem réwnania (2) nazywamy kazda funkcje y = y(x) roiniczkowalng w przedziale I,
ktorej wykres lezy w zbiorze £2 i ktora spelnia warunek (2), to znaczy:

d)
jefli xel, to % = f(x, y(x)).

Krzywa y = y(x), x € I nazywamy krzywa catkowg réwnania (2).
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