
- Dziekujemy panu Jordanowi za istotny wklad do cennika. Czy sa jeszcze jakies
propozycje? Pan Lebesgue, Mlodszy Kasjer!
- Moja propozycja zmierza do pewnej modyfikacjiCennika Euklidesa-Jordana.
Po pierwsze, trzeba zastapic zasade 3 przez

Zasade 3*. Jezeli ceny wycinków folii Al'A2, ••• , sa odpowiednio
równe al' a2, ... , to laczna cena tych wycinków wynosial +a2 + ...
Po drugie, nazwijmyCennikiem (*) cennik zlozony z zasad 1, 2 i 3* oraz dla
kazdego kawalka foliiA oznaczmy przez{lA dolny kres cen, wedlugCennika (*),
wszystkich zbiorów zawierajacychA. Wtedy zasade pana Jordana pragnalbym
zastapic przez

Zasade 4*. JezeliA jest kawalkiem folii zawartym w kwadracieQ,
takim ze{lA+aQ-A = cenaQ, to cenaA wynosi {lA'

Pragne podkreslic, ze cennik obejmujacy zasady 1, 2, 3* i 4* jest istotnie lepszy
od Cennika Euklidesa-Jordana. To znaczy, ze jezeli cene pewnego wycinka folii
mozna ustalic poslugujac sieCennikiem Euklidesa-Jordana, to mozna te cene
ustalic takze za pomoca cennika obejmujacego zasady 1, 2, 3* i 4*; w obu
przypa9kach otrzymamy te sama cene. Z drugiej jednak strony istnieja kawalki,
których cene mozna wyznaczyc poslugujac sie cennikiem obejmujacym zasady
1,2, 3* i 4*, a nie mozna w obrebieCennika Euklidesa-Jordana. Jako przyklad
takiego kawalka niech sluzy podzbiór kwadratu <O, 1> x < O,1>, zlozony
z punktów o obu wspólrzednych niewymiernych. Cena jego, w ramach cennika
obejmujacego zasady 1, 2, 3* i 4* wynosi 1, natomiast w obrebie
Cennika Euklidesa-Jordana nie mozna jej wyznaczyc (fachowcy mówia,
ze zbiór jest niemierzalny w sensie Jordana.)
- Dziekuje panu Lebusgue'owi. Proponuje przyjac cennik zlozony z zasad
1, 2, 3* i 4* jako obowiazujacy w naszym Banku i nazwac go "miara Lebesgue'a".
Kto jest za? Wszyscy. I slusznie, jest to bowiem najlepsza miara. Dziekuje
panom. A teraz do mierzenia zlotej folii.

Zwiazki fizyki z matematyka

Pro/. dr Józef WERLE, czlonek korespondent PAN·

Fizyka jest nauka scisla, bardzo mocno zwiazana z matematyka. Czy jednak zastanawialiscie sie,
na czym te zwiazki polegaja? Dzieki czemu sa one mozliwe i plodne? Jaki jest ich charakter
i znaczenie dla obu nauk? Czy mozliwa jest prawdziwa, nowoczesna fizyka bez matematyki?
Czy mozliwa jest matematyka bez fizyki? Jak przedstawialy sie zwiazki miedzy tymi naukami
dawniej i jak przedstawiaja sie dzis? Czy kazda nauke, w kt6rej stosuje sie wzory matematyczne,
mozna tym samym zaliczyc do nauk scislych?

Oto garsc pytan, na które nielatwo odpowiedziec tylko na podstawie szkolnych lekcji fizyki
i matematyki. W szkole sredniej o takich problemach nie mówi sie raczej wcale, a na studiach
wyzszych - tym bardziej nie. Cala sprawa nalezy wiec z reguly ·do bardzo subiektywnej i ukrytej
sfery podswiadomosci, a ta - wiadomo -lubi platac figle naszej swiadomosci. Nie sa to

bynajmniej figle niewinne, lecz takie, które wyrzadzaja duze szkody spoleczne. Ale to juz inna
historia, której lepiej nie opowiadac nieswiadomym ofiarom tej sytuacji. Postarajmy sie wiec
przede wszystkim poglebic nasza swiadomosc.
Na laboratoryjnych, eksperymentalnych lekcjach fizyki robimy rzeczy na pozór nie majace nic
wspólnego z matematyka: obserwujemy rózne zjawiska przyrody, robimy doswiadczenia, uczymy
sie poslugiwania podstawowymi aparatami fizycznymi. Warto jednak zauwazyc, ze nie
wystarczaja nam jakosciowe obserwacje, np. ze wlaczenie pradu powoduje nagrzewanie sie
przewodnika .oraz odchylenie igly stojacej obok busoli. Pytamy od razu o ilosc wydzielanego
w przewodniku ciepla, o wielkosc odchylenia busoli, o ich zaleznosc od napiecia i natezenia
pradu, polozenia busoli, wlasnosci przewodnika itp. Aby odpowiedziec na takie pytania, musimy
wykonac szereg odpowiednich pomiarów przy pomocy termometru, woltomierza,
amperomierza itd. Wszystkie tego typu przyrzady, sluzace pierwotnie do czysto jakosciowego
wykrywania pewnych okreslonych efektów fizycznych, po odpowiednim wycechowaniu zamieniaja
sie w przyrzady do mierzenia tychze efektów. Innymi slowy; kazde zjawisko fizyczne staramy sie
zawsze opisac jak naj scislej za pomoca odpowiednich cech ilosciowych, czyli tak zwanych
wielkosci fizycznych. Jest rzecza zdumiewajaca, ze to sie udaje, i do tego - tak dobrze. Kazdy
pomiar ustala pewna ilosciowa relacje miedzy odpowiednimi wielkosciami fizycznymi; relacja
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W drugim przypadku domknieciem wypuklym
danego zbioru jest trójkat i jeden z danych
punktów (na rysunku - D) Jezy wewnatrz
tego trójkata.
Wówczas jeden z katówADB, BDC, CDA
jest •• 120°.

-
Rozwiazanie zadania M16

Rozwazmy tak zwane domkniecie wypukle
zbioru zlozonego z danych czterech punktów.
Jest to najmniejszy zbiór wypukly, zawierajacy
dany zbiór; mozna go sobie wyobrazic jako
obszar (domkni~ty) ograniczony gumka, która
poczatkowo rozciagnieto tak, by obejmowala
wszystkie punkty, a pózniej ja zwolniono
umiesciwszy w danych punktach szpilki.
W sytuacji przedstawionej w zadaniu mozliwe
sa dwa przypadki: w pierwszym-
domknieciem wypuklym danego zbioru jest
czworokat wypukly i jeden z jego katów jest
•• 90° (na rysunku jest to kat przy wierzcholku
A); wówczas S7ukanym trójkatem jest trójkat
DAB. Oczywiscie wszystkie katy czw';rokata
nie moga byc ostre, gdyz wówczas suma jego
katów wewnetrznych bylaby< 360°,
a wiadomo, ze suma ta jest równa 360°.

ta ma te "cudowna" wlasnosc, ze daje sie zawsze wyrazic matematycznie. W zaleznosci od
rodzaju badanego zjawiska mamy do czynienia z róznymi typami relacji dajacych sie wyrazic
przez jedna liczbe albo okreslony zbiór liczb (np. wektor, tensor), albo odpowiednia funkcje, albo
funkcjonal itd. Przyrzady pomiarowe umozliwiaja wiec wszechstronne stosowanie matematyki do
opisu i zapisu wyników obserwacji zjawisk~fizycznych, do formulowania praw fizyki, do
rozwiazywania wielu problemów i wyciagania fizycznych i praktycznych wniosków z teorii
fizycznych.

Na lekcjach matematyki w szkole sredniej poznajemy oczywiscie tylko najbardziej podstawowe
pojecia i metody matematyczne, uczymy sie scislego matematycznego myslenia oraz nabywamy
pewnych nieodzownych dla bardzo wielu zawodów umiejetnosci rachunkowych. Ilustracja
i zastosowaniem poznanych pojec i teorii matematycznych orai sprawdzianem nabytych
umiejetnosci sa zadania zaczerpniete z róznych dziedzin nauki i praktyki, ale przede wszystkim
z fizyki .

Pracujacy naukowo fizyk, a szczególnie fizyk teoretyk, musi oczywiscie znac matematyke duzo

lepiej. Nie wystarcza mu elell1entarna arytmetyka i geometria ani nawet rachunek rózniczkowy
i calkowy. Musi czesto korzystac z analizy funkcjonalnej, teorii gr~p, topologii itd.
Fizyka eksperymentalna dostarcza nam wiec wiedzy o realnych faktach (zjawiskach fizycznych),
natomiast matematyka dostarcza scislych metod do formalnego opisu tych faktów przy pomocy
odpowiednich symboli i wzorów. Niewatpliwie jest wiele racji w czesto gloszonym twierdzeniu, ze
najwazniejsze w fizyce sa fakty w postaci wyników obserwacji i pomiarów dotyczacych
interesujacych nas zjawisk (obiektów, zdarzen, procesów itp.). Nawet jednak naj skrupulatniejszy
opis zjawisk, nawet najstaranniej ulozony katalog faktów nie jest w stanie wyjasnic przyczyn ani
nie stwarza mozliwosci glebszych przewidywan. Katalogi wprawdzie moga pomóc w znalezielliu
pewnych kOl;elacjiiprawidlowosci, ale nie wyjasnia ich sensu i znaczenia oraz przyczyn i skutków.
Katalog wiec moze dac pewne czastkowe odpowiedzi na pytania typu "co i jak?", ale nie moze
dac odpowiedzi na pytanie typu "dlaczego?" i "co z tego wynika?". Na takie bardziej wnikliwe
pytania moga dac odpowiedz jedynie przyczynowe, ilosciowe teorie fizyczne podajace strukturalne
lub dynamiczne prawa rzadzace obserwowanymi zjawiskami. Znajomosc tych praw pozwala nie
tylko na glebsze uporzadkowanie faktów, nie tylko na zrozumienie przyczyn, lecz takze i skutków,
to znaczy na dokladne ilosciowe przewidywania. A umiejetnosc przewidywania jest podstawa
wszelkiego skutecznego dzialania praktycznego.
Rola matematyki w konstrukcji teorii fizycznych jest wiec ogromna. Matematyka dostarcza po
prostu metod nieodzownych do konstrukcji teorii fizycznych, bez których teorie te bylyby
przynajmniej znacznie ubozsze, jesli nie wrecz niemozliwe. Wprawdzie w niektórych teoriach
fizycznych podstawowe koncepcje maja charakter bardzo pogladowego i prostego - najczesciej
mechanicznego - modelu, który mozna jako tako zrozumiec bez matematyki, jednakze uzycie
metod matematycznych staje sie konieczne nawet wówczas, gdy od czysto jakosciowego wyjasnienia
prostych zjawisk i praw chcemy przejsc do glebszych i bardziej konkretnych, ilosciowych
rezultatów.

Wezmy jako przyklad kinetyczna teorie gazów. Uproszczony model gazu opiera sie na zalozeniu,
ze jego czasteczki sa doskonale sprezystymi kulkami poruszajacymi sie "calkowicie bezladnym"
ruchem termic~nym z tym wieksza ·srednia predkoscia, im wyzsza jest temperatura gazu. Na
gruncie takiego modelu mozemy wyjasnic jakosciowo cisnienie jako wynik elastycznych zderzen
czasteczek miedzy soba oraz ze sciankami naczynia. Mozemy tez wyjasnic, na czym z grubsza
polega proces wyrównywania cisnien i temperatur oraz dazenia do stanu równowagi. Jesli jednak
chcemy znaleZC równanie stanu gazu, czyli zaleznosc cisnienia od gestosci i temperatury, jesli
chcemy znalezc zaleznosc temperatury od sredniej energii kinetycznej lub wartosc wspólczynnika
przewodnictwa cieplnego itp., musimy wyrazic nasz mechaniczny model gazu w postaci
matematycznej. W matematycznym sformulowaniu wystepuje nie tylko wartosc masy i promienia
czasteczki, lecz takze prawo rozkladu predkosci; teoria taka podaje tez sposób liczenia
prawdopodobienstw oraz wartosci srednich, to jest sposób obliczania wielkosci makroskopowych
na podstawie znajomosci odpowiednich charakterystyk mikroskopowych. Okazuje sie, ze za

pomoca takiej bardziej matematycznie rozbudowanej teorii mozemy nie tylko obliczyc wspomniane

wyzej wlasnosci ~azu, lecz takze podac glebsze wyjasnienie wielu obserwowanych zjawisk i praw,
na przyklad procesów przewodnictwa cieplnego i dazenia do stanu równowagi termodynamicznej,

pierwszej i drugiej zasady termodynamiki, prawa wzrostu entropii itp.

Konstrukcja poprawnej, jak najogólniejszej, ilosciowej, matematycznej teorii badanych zjawisk

jest z jednej strony celem i uwienczeniem okreslonych etapów badan naukowych, a z illugiej

strony jest punktem wyjscia do wielu dedukcji i wniosków naukowych oraz zastosowan
praktycznych. I tak na przyklad szerokie zastosowania zjawisk elektromagnetycznych staly sie

mozliwe dopiero po powstaniu teorii Maxwella, która przewidziala na przyklad istnienie

i konkretne wlasnosci tak waznych dla praktyki fal elektromagnetycznych.

R-ózne zjawiska fizyczne wymagaja stosowania róznych metod matematycznych. Potrzeby szybko

rozwijajacej sie nowozytnej fizyki wyprzedzaly czesto rozwój matematyki. W takich sytuacjach

niejednokrotnie sarni fizycy lub wspólpracujacy z nimi matematycy, stwarzali niejiUco na
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zamówienie fizyki nowe metody i nowe dzialy'matematyki. W ten wlasnie sposób, "na zamówienie"
lub z inspiracji fizyki, powstala geometria analityczna, rachunek rózniczkowy i calkowy, teoria
równan rózniczkowych i calkowych, rachunek wariacyjny, analiza wektorowa i tensorowa itd. az
do powstalej w XX wieku teorii dystrybU'cji. Taka sytuacja wytworzyla przekonanie, ze
matematyka jest swoista nauka przyrodnicza charakteryzujaca sie najwiekszym stopniem
ogólnosci i abst1'akcji. Jako taka zostala nawet nazwana "królowa nauk przyrodniczych".

Jednakze poczawszy od polowy XIX wieku sytuacja zaczela sie stopniowo zmieniac. Coraz
czesciej powstaja w matematyce nowe konstrukcje logiczne (systemy dedukcyjne, teorie) oparte
na zupelnie nie zwiazanych z jakimikolwiek doswiadczalnymi faktami pojeciach i aksjomatach.

Z drugiej strony poza fizyka, astronomia i chemia z uniwersalnych metod matematyki zaczynaja
korzystac w coraz wiekszym stopniu nauki biologiczne, psychologiczne, spoleczne, a nawet
humanistyczntl. Wystarczy wskazac na szybko rosnaca role matematyki w ekonomii, socjologii
czy lingwistyce.

W XX wieku matematyka uniezaleznila sie w sposób juz bardzo wyrazny od fizyki. Slyszy sie
'czesto, ze dzisiejsza matematyka nie czeka na zapotrzebowanie fizyki i innych nauk, lecz pracuje

niejako na wyrost tworzac droga czysto logicznych rozwazan systemy dedukcyjne, które moga
znalezc pózniej zastosowanie do opisu realnych faktów. W rzeczywistosci jednak chodzi o znacznie
glebsza zmiane charakteru wspólczesnej matematyki.
Wedlug obecnie przyjetej klasyfikacji dzielimy nauki na faktualne, tj. zajmujace sie odkrywaniem
i badaniem realnych faktów, i formalne, które zajmuja sie badaniem logicznie poprawnych
relacji miedzy abstrakcyjnie okreslonymi obiektami, które moga nie miec zadnych realnych
odpowiedników. Wspólczesna nam matematyka nalezy z pewnoscia do nauk f9rmalnych. Jej
zadaniem nie jest odkrywanie realnych faktów przyrodniczych, lecz tworzenie i rozwijanie coraz
nowych i coraz potezniejszych jezyków symbolicznych sluzacych do opisu i badania relacji, dla
których jezyki naturalne (narodowe) bylyby zbyt trudne, skomplikowane czy wrecz nieadekwatne.
Matematyka wspólczesna bada wiec coraz nowe logicznie dopuszczalne struktury (relacje)
i tworzy odpowiednie do nich uniwersalne, sztuczne jezyki symboli i regul postepowania.
Dopiero nauki faktualne rozstrzygaja, które ze skonstruowanych przez matematyków struktur
logicznych znajduja odbicie w rzeczywistosci i które z utworzonych matematycznych jezyków
znajduja zastosowanie i do czego.

Praca badawcza matematyków wyprzedza wiec w podanym wyzej sensie potrzeby fizyki i innych
nauk faktualnych i staje sie coraz bardziej niezalezna od nich. Oczywiscie takie niezalezne .
badanill w zakresie matematyki, w.yprzedzajace zapotrzebowanie, moga byc niezwykle pozyteczne
dla wielu nal!k faktualnych, które czesto znajduja w matematyce wspólczesnej potrzebne im
metody w gotowej do uzycia postaci. Nie podzielam jednak wiary, ze wszystkie logicznie
dopuszczalne schematy matematyczne maja odbicie w realnych faktach (które jesli nawet nie
sa dzis znane, to jakoby zostana odkryte w przyszlosci). Jestem przekonany, ze nie wszystko, co
jest w umysle~ ma swe odbicie w rzeczywistosci i ze umysl ludzki jest w tym sensie bogatszy od

Natury ..
Jesli nawet nie mam racji absolutnej, to pozostaje jeszcze racja praktyczna: odkrycie faktów
wymagajacych stosowania jakiejs konkretnej teorii matematycznej moze nastapic po naszej
smierci. .. Tak wiec, po zdobyciu pewnego ogólnego wyksztalcenia matematycznego w szkole

podstawowej i sredniej, kazdy uzytkownik matematyki powinien przede wszystkim poznac te

jezyki matematyczne, które sa uzywane i nieodzowne w jego zawodzie. Uczenie sie matematyki

bez takiego wyboru, na wyrost i na chybil-trafil wydaje sie bardzo ryzykowne, ale z drugiej

strony kazdy twórczy umysl powinien byc otwarty i przygotowany do przyswojenia sobie w razie

potrzeby nowych metod matematycznych.

W zakresie fizyki funkcje spelniane dawniej przez matematyków przejeli w XX wieku fizycy-

teoretycy. Ich glówne zadanie polega na tworzeniu jak najogólniejszych i scislych, przyczynowych,

matematycznych teorii obserwowanych zjawisk fizycznych. Po skonstruowaniu teorii bada sie -

znowu droga matematyczna - jej rózne konsekwencje fizyczne, filozoficzne i praktyczne.

Podstawowym kryterium przydatnosci teorii fizycznej jest jej !Iosciowa zgodnosc z obserwowanymi
faktami.

Oczywiscie powstanie nowej, dobrej teorii fiZycznej odbywa sie zupelnie inaczej niz powstanie

nowej teorii matematycznej. Konstrukcje teorii fizycznej poprzedza z reguly szereg próbnych

hipotez, stopniowo doskonalonych przez porównienie z realnymi faktami. Konfrontacja konkretnej
próbnej hipotezy z faktami doswiadczalnymi prowadzi albo do jej odrzucenia, jako wyraznie

falszywej, albo do koniecznosci czesciowej modyfikacji, albo do )ej potwierdzenia i stopniowego
utwierdzenia jako poprawnej teorii. Tworzenie nowych teorii fizycznych wymaga wiec silnego

sprzezenia zwrotnego miedzy realnymi faktami i ich pojeciowym i matematycznym opisem,

czyli miedzy teoria i eksperymentem. Istnienie tego sprzezenia warunkuje postep fizyki jako nauki

scislej, ale przyrodniczej. Ten zwiazek metod eksperymentalnych z matematycznymi czyni

z fizyki nauke trudna, ale jednoczesnie porywajaca i piekna dzieki pieknu Natury, która fizyka

bada,'i dzieki pieknu matematyki, która fizyka sie posluguje.
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