Rozstrzygalnos¢ teorii nierdbwnosci liniowych
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Doc. dr hab. Lestaw W. SZCZERBA

W poprzednim numerze omawiali§my procedure dowodzenia twierdzeri pewnej teorii. Byta to
bardzo uboga teoria, méwila tylko o uporzadkowaniu liczb rzeczywistych. Okazuje sie jednak,
Ze rozstrzygalne sa niektore bogatsze teorie. Zajmiemy sig tu teoria réwnosci i nieréwnosci
liniowych. Przypomnijmy najpierw, czym jest forma liniowa. Jest to mianowicie wyrazenie
postaci:

Qotayxi+ ... +GpXn,
gdzie litery ao, ..., @, sa nazwami konkretnych liczb rzeczywistych (nazywamy je
wspolczynnikami), a litery x,, ..., x, sa zmiennymi. Przez réwnos¢ liniowa nazwiemy dwie
formy liniowe polaczone znakiem réwnosci:
aotayxy+ ... tdpxy = bo+biyi+ ... +byyp,
a przez nier6wnosé liniowa — dwie formy liniowe polaczone znakiem nieréwnosci:

ag+ayx,+"... +a,,x,. < bo+bl}’|+ e +b"}'n.

W obu wyrazeniach niektére x; i y; moga oznaczaé t¢ sama zmienna. Mozna zatem na og6l
oba wyrazenia uproéci¢. W kazdym razie mozna je doprowadzi¢ do postaci:

apta; x4+ ... +ayxy, =0
lub
dot+dyx;+ ... +dpx, < 0.

- W dalszym zatem ciagu wystarczy rozpatrywac tylko takie réwnosci i nieréwnosci. Przez teorie

rownosci i nieréwnosci liniowych w liczbach rzeczywistych rozumiemy tu zbiér tych

wszystkich zdan zbudowanych z réwnosci i nierdwnosci liniowych, jako formul atomicznych,
ktore sa prawdziwe dla liczb rzeczywistych. Pokazemy, ze teoria roéwnosci i nieréwnosci
liniowych dla liczb rzeczywistych jest rozstrzygalna. Pokazemy to, podobnie jak poprzednio,
metoda eliminacji kwantyfikatoréw. Zaczniemy od pokazania, jak wyeliminowaé kwantyfikator

Z wyrazen postaci\/ D, gdzie P jest formula bezkwantyfikatorowa. Zupelnie tak samo jak
Xx

w poprzednim artykule, rozpoczynamy od wyeliminowania implikacji (=) i réwnowaznosci (<)
Pprzy pomocy wzorow:

prg=~pVvg,
prqg=((pArgVv(~pA ~qg).
Nastgpnie eliminujemy negacje, najpierw przy pomocy praw de Morgana:
~(PAg)= ~pVv~g,
~(pvg)=~pA ~gq,
oraz prawa:
~~p=Ep,
a potem w nastepujacy sposob: niech o i f beda dowolnymi formami liniowymi, wowczas
~a=pf=@<pfVv(E <o,
~e<f=@=pv(B <a);

z kolei, postugujac sig lacznodcig i rozdzielnoscia koniunkgji i alternatywy, sprowadzamy nasza

formule do postaci:
\/(@ov @, ...vB,),
- 4

gdzie kazde P; jest koniunkcja réwnosci i nieréwnosci liniowych. Wobec prawa

VI v?il=\/¥%v \/¥
x X X

wystarczy, jesli wyeliminujemy kwantyfikator w kazdej z formul\/di; z osobna. Wszystkie
X
formuty atomiczne, w ktérych nie wystepuje zmienna x, mozemy od razu wylaczyé przed znak
kwantyfikatora. Zalézmy zatem, ze wszystkie formuly atomiczne wystepujace w ®; zawieraja
zmienng x. Jesli wiréd owych formut jest przynajmniej jedna réwnos¢, to musi ona mie¢ postaé
ax+o = 0,
gdzie a jest liczbg r62ng od zera, a o pewna forma liniowa:

&= dgXo+ ... +AmXpn,

w ktorej nie wystepuje zmienna x. Woéwczas
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Podstawiajac wyrazenie g Zamiast x do pozostalych formul atomicznych, eliminujemy

z formuly ®; zmienng x, a nastgpnie pomijamy bez obaw kwantyfikator.
Zalbézmy teraz, ze wszystkie formuly atomiczne wyrazenia @; sg nieréwnosciami; mozna je zatem
przedstawi¢ w postaci

GoXx < Gg A ... A GpX < &p,
gdzie a; sa liczbami ré6znymi od zera, a o; formami liniowymi, w ktorych zmienna x nie
wystepuje. Jesli wszystkie a; sa dodatnie (lub wszystkie ujemne), to formuta\/®; jest zawsze
X

prawdziwa. Zastgpujemy ja formula zawsze prawdziwa 0 = 0 lub po prostu P (od ,,prawda”).
W przeciwnym przypadku mozemy zalozy¢, ze aq ... a, sa ujemne, zas$ a,,; ... ap 53 dodatnie.
Wowczas wyrazenie \/'Di mozna przedstawi¢ w postaci:

x

\/ g g Cg+1 op
=—— XA i A= — < XAX < N AR S e
x do dg dgiy dp

Z tej natomiast formuly eliminujemy kwantyfikator wedlug wzoru z teorii porzadku, zastgpujac
ja formulg:
- 41 X [+ 4 o o -4 o o
e e L 2 L4 e AR e N e R
dp i g1 do ﬂp aq dq-{—l aq ﬂp

Kwantyfikatory ogdlne eliminujemy, podobnie jak i w teorii porzadku, za pomoca prawa
de Morgana:

/\Q)E ~/\~ O,
x x

Jezeli w formule jest wiecej niz jeden kwantyfikator, eliminujemy je po kolei, rozpoczynajac od
wewnetrznych, to znaczy tych, ktére nie maja innych kwantyfikatoréw w swym zasiggu. W ten
sposob mozemy wyeliminowa¢ kwantyfikatory z dowolnej formuly naszej teorii, to znaczy, dla
dowolnej formuly @ potrafimy podaé¢ rébwnowaina jej formule bezkwantyfikatorowa 7. Jesli
formuta @ byla zdaniem, czyli nie miala zmiennych wolnych, to i formula ¥ jest zdaniem. Jest
to zdanie bezkwantyfikatorowe, a wigc mozemy bez trudu obliczy¢ wartos¢ logiczna tego zdania
w oparciu o wartosci logiczne formut atomicznych. Mamy w ten sposéb metode rozstrzygania,
czy dane zdanie jest (ewentualnie nie jest) twierdzeniem teorii rownosci i nieréwnosci liczb
rzeczywistych. Méwimy, Ze teoria ta jest rozstrzygalna.

Podobnie jak w przypadku teorii porzadku, mozna poda¢ aksjomatyke tej teorii. Jest ona
szczegblnie prosta jesli ograniczymy sig do form liniowych o wspélczynnikach wymiernych:
(symbole a, b oznaczaja w niej dowolne liczby wymierne):

0. /"\0+x= x5

1. /\x+y = y+x,
xy

2. {;x+(y+1) = (x+))+3,
3.-/;\\]/“ =

4,. /\ (a+1)x = ax+x,
x

B /\ (@a—1x+x = ax,
X

6ar.”\ a(bx) = (ab)x,

X

7"‘4.1\' ax =y la=y=0vx= %y).
Warto zauwazyé, ze w przedstawionej wyzej teorii dopuszczaliSmy mnozenie tylko przez liczby
konkretne, a nie zmienne. Ograniczenie to nie jest istotne. Podobng eliminacj¢ kwantyfikatorow
mozna przeprowadzié dla dowolnych formut teorii ciala liczb rzeczywistych, pod tym wszelako
warunkiem, ze kwantyfikatory formuly wigza zmienne dla liczb, a nie zmienne dla zbioréw liczb
(moéwimy, ze formula taka jest elementarna). Eliminacja kwantyfikatorow wymaga w tym
przypadku konstrukcji z zaawansowanej teorii wielomianéw. W zwigzku z tym nie bedziemy tu
tej konstrukcji przytaczaé. Ograniczymy sig tylko do informaciji, ze i w tym przypadku

z mozliwosci wyeliminowania kwantyfikatoréw wynika, iz elementarna arytmetyka liczb
rzeczywistych jest rozstrzygalna.
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