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W poprzednim numerze omawialismy procedure dowodzenia twierdzen pewnej teorii. Byla to
bardzo uboga teoria, mówila tylko o uporzadkowaniu liczb rzeczywistych. Okazuje sie jednak,
ze rozstrzygalne sa niektóre bogatsze teorie. Zajmiemy sie tu teoria równosci i nierównosci
liniowych. Przypomnijmy najpierw, czym jest forma liniowa. Jest to mianowicie wyrazenie
postaci:

gdzie litery ao, ... , an sa nazwami konkretnych liczb rzeczywistych (nazywamy je
wspólczynnikami), a literyXl, ... , Xn sa zmiennymi. Przez równosc liniowa nazwiemy dwie
formy liniowe polaczone znakiem równo~ci;

aO+alxl + ... +t1nxn = bo+b1Yl + ... +bnYn,

a przez nierównosc liniowa - dwie formy liniowe polaczone znakiem nierównosci;

aO+alxl +.•....+a'lxn < bo+b1Yl + ... +bnYn'

W obu wyrazeniach niektóreXi i Yj moga oznaczac te sama zmienna. Mozna zatem na ogól
oba wyrazenia uproscic. W kazdym razie mozna je doprowadzic do postaci:

lub
Przyklad a,b > o

A A [(ax+by+c < o IIx y

II bx-ay-c < O) -+ (x < o v y < O)],

A _V -[(ax+by+c < o II
X Y

II bx- ay- c< O) -> (x < o v y < O)],

A_V -[-(ax+by+c<OIl
x y

II bx-ay-c < O) v (x < o v y < O~],

A_V [- -(ax+by+c < o II
X Y

II bx-ay-c < O) II - (x < o v y < O)),

A_ V (ax+by+c < Ollbx-ay-c < Olix y

II - x < o II - Y < O),

A_V [ax+by+c < Ollbx-ay-c < Olix y
II (x = o vO < x) II (y = o v o < y)],

A _V [(ax+by+c<O II bx-ay-c< o Ax y

II X = o II Y = O) v

v(ax+by+c < Ollbx-ay-c < Oli

II x = o II o < y) v
v (ax+by+c < o II bx-ay-c < o II

II o < x lIy = O) v

v (ax+by+c < Ollbx--ay-c <o
110 < XIIO < y)],

A_I[x = o IIV(ax+bY+c < Olix y
IIbx-ay-c < o II Y = O)] v

V [x=oIlV(y< ax+c
y -b

AY< bx-t;. II o <y)] v
a

v[O < x II V(ax+bY+c < O II
Y

Abx-ay-c < O II Y = O)] V

V ax+cV [O < x II (y < ---
_ y -b

bx-c
lIy< -a- 110 < Y)]I.

aO+t11Xl + ... +t1nXn < O.

- W dalszym zatem ciagu wystarczy rozpatrywac tylko takie równosci i nierównosci. Przez teorie
równosci i nierównosci liniowych w liczbach rzeczywistych rozumiemy tu zbiót tych
wszystkich zdan zbudowanych z równosci i nierównosci liniowych, jako formul atomicznych,
które sa prawdziwe dla liczb rzeczywistych. Pokazemy, ze teoria równosci i nierównosci
liniowych dla liczb rzeczywistych jest rozstrzygalna. Pokazemy to, podobnie jak poprzednio,
metoda eliminacji kwantyfikatorów. Zaczniemy od pokazania, jak wyeliminowac kwantyfikator

z wyrazen postaciV tP, gdzie tP jest formula bezkwantyfikatorowa. Zupelnie tak samo jakx _

w poprzednim artykule, rozpoczynamy od wyeliminowania implikacji(-» i równowaznosci (+-»
przy pomocy wzorów:

p -> q :s ~p V q,

p ~ q "" (p /\ q) V (~ P /\ ~ q).

Nastepnie eliminujemy negacje, najpierw przy pomocy praw de Morgana:

~(p/\q)"" ~pv~q,

~ ~p v q) "" ~ P /\ ~ q,
oraz prawa:

~ ~ p ""p,

a potem w nastepujacy sposób: niechoc i f3 beda dowolnymi formami liniowymi, wówczas

(oc = f3) "" (oc < f3) v (f3 < oc),

(oc < f3) "" (oc = f3) v (f3 < oc);

z kolei, poslugujac sie lacznoscia i rozdzielnoscia koniunkcji i alternatywy, sprowadzamy nasza
formule do postaci:

V(tPov tP1v .. , vtPn),
x

gdzie kazdetPi jest koniunkcja równosci i nierównosci liniowych. Wobec prawa

V['P'o v 'P'l] ""V 'P'oV V'P'l
X X X

wystarczy, jesli wyeliminujemy kwantyfikator w kazdej z formulVtPi z osobna. Wszystkie
x

formuly atomiczne, w których nie wystepuje zmiennax, mozemy od razu wylaczyc przed znak
kwantyfikatora. Zalózmy zatem, ze wszystkie formuly atomiczne wystepujace wtPi zawieraja
zmienna x. Jesli wsród owych formul jest przynajmniej jedna równosc, to musi ona miec postac

ax+oc = O,

gdzie a jest liczba rózna od zera, aoc pewna forma liniowa:

w której nie wystepuje zmient,lax. Wówczas

oc ao am
X = -a- = -=-a- xo+ ... + --a Xm·
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/\ -[(x = o " ax+c < o " bx-c < O) "
x

ax+c bx-c
v (x= O " ~ < O " --a- <O)v

v (O < x " ax+c < O " bx-c < O) v

=+c bx-c
V (O < x" ~ < O " --a- < O».

/--[(x = O" ax+c < O" bx-c < O)v
x

V (x = o " O < ax+c " bx-e < O)v

v (O < x" ax+c < O A bx-c < O) V

V (O < X A 0< ax+c "bx-c < O)),

a
Podstawiajac wyrazenie -a zamiast x do pozostalych formul atomicznych, eliminujemy

z formuly fl>jzmienna x, a nastepnie pomijamy bez obaw kwantyfikator.

Zalózmy teraz, ze wszystkie formuly atomiczne wyrazeniafl>jsa nierównosciami; mozna je zatem
przedstawic w postaci

aox < ao A ••• A apx < ap,

gdzie aj sa liczbami róznymi od zera, aaj formami liniowymi, w których zmiennax nie

wystepuje. Jesli wszystkieaj sa dodatnie (lub wszystkie ujemne), to formulaVfI>j jest zawsze
• X

prawdziwa. Zastepujemy ja formula zawsze prawdziwaO = O lub po prostu P (od "prawda").

W przeciwnym przypadku mozemy zalozyc, zeao ... aqsa ujemne, ~asaq+l ••• apsa dodatnie.
Wówczas wyrazenieVfI>j mozna przedstawic w postaci:

:1&

Z tej natomiast formuly eliminujemy kwantyfikator wedlug wzoru z teorii porzadku, zastepujac
ja formula:

V [ ao aq aq+1 ap ]- < XA •• 0 A - < XAX < -a-- A ... AX < - .X ao aq q+l ap
_ [y(X = O A ax+c < O A bx-c < O) V

V V(x = O A O < ax+c A bx-c < O) V
X

V V(o < X A::..!'... < X A X < ':"')vX a a

Vy (O < X" -aC < X A X < -;) l' ao aq+ 1 ao ap aq aq + 1-- < --- A ••• A - < -- A ..• A -- < --- A ••• A
ao aq+l ao ap aq aq+l

aq ap-<-o
aq ap

_ [(c < O A - C < O) V (O < C A - C < O) V

C el

vo<-vO<- ,a a

- k V F V 0<-;),
C-0< -,a

!'.. < O V ~ = O,a a
c<Ovc=o

Kwantyfikatory ogólne eliminujemy, podobnie jak i w teorii porzadku, za pomoca prawa
de Morgana:

/\ fi> = -/\- fI>.
X X

Jezeli w formule jest wiecej niz jeden kwantyfikator, eliminujemy je po kolei, rozpoczynajac od
wewnetrznych, to znaczy tych, które nie maja innych kwantyfikatorów w swym zasiegu. W ten
sposób mozemy wyeliminowac kwantyfikatory z dowolnej formuly naszej teorii, to znaczy, dla
dowolnej formuly fi> potrafimy podac równowazna jej formule bezkwantyfikatorowa'P. Jesli
formula fi> byla zdaniem, czyli nie miala zmiennych wolnych, to i formula'Pjest zdaniem. Jest

to zdanie bezkwantyfikatorowe, a wiec mozemy bez trudu obliczyc wartosc logiczna tego zdania
w oparciu o wartosci logiczne formul atomicznych. Mamy w ten sposób metode rozstrzygania,
czy dane zdanie jest (ewentualnie nie jest) twierdzeniem teorii równosci i nierównosci liczb
rzeczywistych. Mówimy, ze teoria ta jest rozstrzygalna.

Podobniejak w przypadku teorii porzadku, mozna podac aksjomatyke tej teorii. Jest ona
szczególnie prosta jesli ograniczymy sie do form liniowych o wspólczynnikach wymiernych:

(symbole a,b oznaczaja w niej dowolne liczby wymierne):

o. /\O+x = x,
X

1. /\ x+y = y+x,
xy

2. /\x+(y+z) = (x+y)+z,
xyz

3a./\ V ax = y,
X Y

4a./\ (a+l)x = ax+x,
X

Sa./\ (a-l)x+x = ax,x

6ab'/\ a(bx) = (ab)x,x

7a.0 ax=y+-+(a=y=Ovx=+y).

Warto zauwazyc, ze w przedstawionej wyzej teorii dopuszczalismy mnozenie tylko przez liczby
konkretne, a nie zmienne. Ograniczenie to nie jest istotne. Podobna eliminacje kwantyfikatorów

mozna przeprowadzic dla dowolnych formul teorii ciala liczb rzeczywistych, pod tym wszelako
warunkiem, ze kwantyfikatory formuly wiaza zmienne dla liczb, a nie zmienne dla zbiorów liczb
(mówimy, ze formula taka jest elementarna). Eliminacja kwantyfikatorów wymaga w tym
przypadku konstrukcji z zaawansowanej teorii wielomianów. W zwiazku z tym nie bedziemy tu
tej konstrukcji przytaczac. Ograniczymy sie tylko do informacji, ze i w tym przypadku
z mozliwosci wyeliminowania kwantyfikatorów wynika, iz elementarna arytmetyka liczb
rzeczywistych jest rozstrzygalna.
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