Co to jest geometria wykreslna?
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Od dawna, bo od czaséw najwybitniejszych geometréw greckich: Pitagorasa
Euklidesa, Archimedesa, Apolloniusza i Pappusa — wymienili§my ich razem,
choé ostatniego dzieli od pierwszego osiem wiekéw historii — rozrézniano trzy
rodzaje zagadnien typowych dla geometrii:

1. dowody twierdzen opisujacych wlasnosci figur;

2. rozwigzywanie probleméw algebraicznych metodami geometrycznymi

i odwrotnie;

3. rozwiazywanie zadan konstrukcyjnych.

W ciggu wiekow zmienilo si¢ niewiele. Tyle, Ze stuszniej jest méwié obecnie nie

o rodzajach zagadnien, a o metodzie uprawiania geometrii.

Metoda syntetyczna — zastosowana konsekwentnie najpierw przez

Euklidesa, doprowadzona do perfekcji przez Dawida Hilberta — coraz silniej
reprezentowana jest w programach szkolnych.

Metoda analityczna — za prekursoréw ktérej nalezy uznaé Pitagorasa

i Apolloniusza — jest nieraz jedyna (zgodnie zreszta z Zyczeniem jej wlasciwego
tworcy: Kartezjusza) stosowana w uniwersytetach.

Metoda wykreslna — no, wlasnie...

Pewna czg$¢ zadan konstrukcyjnych omawia si¢ marginesowo w szkole. S3 to
zreszty z reguly zagadnienia plaskie, to znaczy dotyczace jednej plaszczyzny. I nic
dziwnego. Trzy czwarte szkolnego programu geometrii dotyczy plaszczyzny,

a zadania konstrukcyjne stanowia tu jedynie ilustracj¢ poje¢ oméwionych innymi
metodami. Cala reszta to domena geometrii wykredlnej. Czym jest ta ,,reszta’?
Sa to najpierw konstrukcje dotyczace jednej plaszczyzny; konstrukcje te powinny
si¢ znaleZ¢ w zasadzie w kursie geometrii rzutowej. Pozwalaja one zilustrowaé

tak wazne pojecia teorii stozkowych, jak biegun, biegunowa, $rednica, $rednice
sprz¢zone, asymptoty itp. Konstrukcje te stanowia przedmiot geometrii wykresinej
gtéwnie dlatego, Ze potrzebne s jako element skladowy innych konstrukeji.
Pominimy te zagadnienia. Wspomne tylko, ze jednym z wykorzystywanych tu
przeksztalcen jest — znane ze szkoly $redniej — powinowactwo osiowe.
Konstrukcje ptaskie na dowolnej plaszczyZnie o zastapi¢ mozna konstrukcjami

na plaszczyznie rysunku, bo nawet jezeli wykonujemy rysunek w pewnej skali,
kazdemu punktowi plaszczyzny « przyporzadkowany jest dokladnie jeden punkt
rysunku — i odwrotnie. Trudniej o takie wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie, gdy problem jest przestrzenny, a wigc gdy na rysunku

(z natury rzeczy plaskim) przedstawi¢ trzeba figury nie lezace w jednej
plaszczyznie. Czy nie przesada? Wiadomo przeciez, Ze na przyklad rys. 1
przedstawia szescian (taki ,,}adny”, o $cianach kwadratowych), rys. 2 — kule,

a rys. 3 — stozek obrotowy. Owszem, to moga by¢ symbole (jak hieroglify egipskie)
wymienionych bryt. Latwo jednak przekonaé sig, choéby rzucajac cien
odpowiednich modeli przy oswietleniu slonecznym, ze:

bryta z rys. 1 jest szescianem, bo ma sze§¢ §cian, ale jakich — bez dodatkowych
informacji nie wiadomo;

bryta z rys. 2 to w zadnym przypadku nie kula;

bryl¢ z rys. 3 mozna by nazwa¢ stozkiem, ale to na pewno nie to, o czym Czytelnik
mysli.

Rzut réwnolegly — bo tak si¢ nazywa zastosowany tu sposéb przyporzadkowania
punktom przestrzeni punktéw plaszczyzny rysunku — dopiero wtedy staje sig
wzajemnie jednoznaczny, gdy rysunek zawiera pewne dodatkowe dane. Najczesciej,
przy tak zwanej aksonometrycznej metodzie rzutowania, umieszcza sie na rysunku
rzut osi przestrzennego (zazwyczaj prostokatnego) ukladu wspétrzednych

z zaznaczeniem np. punktéw jednostkowych osi. Rys. 4 przedstawia rzut
aksonometryczny sze$cianu (dlugo$¢ krawedzi = 2) i punktu 4 o wspdlrzednych
2, 3, 4 (na rysunku oznaczenie 4 nie wystgpuje, nie ma tam bowiém narysowanego
punktu 4, a tylko jego rzut aksonometryczny).

Na rys. 5 pokazano konstrukcje punktu przebicia plaszczyzny « — zadanej
$ladami na plaszczyznach ukladu wspétrzednych — prosta AB. Latwo i
ekstrapolowa¢ t¢ metodg na przestrzenie wyzszych wymiaréw. Oto np. rzut
aksonometryczny prostej 4B i konstrukcja przebicia ta prosta tréjwymiarowej
hiperplaszczyzny XYZ w przestrzeni czterowymiarowej (rys. 6). MozZe Czytelnik
zechce wykresli¢ czterowymiarowy odpowiednik sze§cianu?

Pozostafimy jeszcze przy rzucie réwnoleglym i rozwiaZmy zadanie konstrukcyjne,
w ktérym zastosowac trzeba sposoby charakterystyczne dla geometrii wykresine;.
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Zadanie: Dany w rzucie réwnoleglym szescian przecig¢ plaszczyzna wyznaczong
przez trzy punkty A4, B, C, przyjete na krawedziach. Rozwiazanie: Kreslimy
sze$cian w rzucie rownoleglym (rys. 7) — a wiedzac, Ze jest to sze$cian, mozemy
pomina¢ rzut osi uktadu wspétrzednych — i przyjmujemy na krawedziach punkty
A, B, C. W analizie trzeba ustali¢ kolejno:
a) fakt przecinania si¢ prostej BC z prostymi KM i KN (niech punktami
przecigcia beda odpowiednio D i E);
b) istnienie punktu G przecigcia prostej AD z krawedzia MT i punktu F
przecigcia prostej AE z krawedzia NS.
To wystarczy do znalezienia wielokata przekroju: pigciokagta AGBCF. Na tym
jednak nie koniec. Zauwazmy, ze frontowa $ciana sze$cianu zachowala w rzucie
swoj rzeczywisty ksztalt (kwadratu). Jesli zatem obrécimy plaszczyzne przekroju
wokot prostej AF tak, by np. punkt B znalazt si¢ w plaszczyznie tej frontowej
§ciany, to uzyskamy rzeczywisty ksztalt pigciokata AGBCF. Obracamy wiec (czyli—
jak si¢ to zwie technicznie — dokonujemy kfadu ptaszczyzny ADF na plaszczyzne
AKN), przy czym wystarczy obréci¢ jeden tylko punkt, np. B. Dlaczego? Bo prosta
AF (jako o$) i para punktéw B, B° okre$laja... powinowactwo osiowe,
a wyznaczenie pozostalych punktéw (G° i C°) jest zagadnieniem plaskim.
Wielokat A° G° B® C° F° jest podobny do rzeczywistego wielokata przekroju
w takiej skali, w jakiej wykreslono kwadrat AKNS. Konstrukcje mozna by jeszcze
uprosci¢ korzystajac na przykiad z faktu, ze rzut rownolegly zachowuje
rownoleglo$¢ prostych (4G i FC, rownolegle w przestrzeni, pozostaja réwnolegle
i na rysunku).
Uwazny Czytelnik spostrzegt by¢ moze, Ze dla zapewnienia sobie wzajemnej
jednoznacznodci odwzorowania przestrzeni tréjwymiarowej na plaszczyzng nie
wystarczy z reguly podanie tylko punktu przyporzadkowanego punktowi
przestrzeni. I tak np. na rys. 4 dopiero zaznaczenie punktu Ay (rzut punktu,
w ktérym prostopadla do plaszczyzny XY przechodzaca przez A przebija te
plaszczyzne) okresla dokladnie punkt 4. W przypadku przestrzeni
czterowymiarowej (rys. 6) potrzebne sa procz A’ jeszcze dwa punkty, np. Axyz
i Ayy. Uczniowie klasy VIII wiedza, Ze istnieje nawet taki sposob odwzorowania
przestrzeni tréjwymiarowej na plaszczyzne, przy ktérym punktowi 4 przestrzeni
przyporzadkowuje si¢ par¢ punktéw A’ i A", nazywanych odpowiednio:
poziomym i pionowym rzutem punktu 4. :
Konstrukcje takiego rzutu (jest to tak zwany rzut Monge’a) wyjasnia rys. 8:
rzutuje si¢ prostokatnie punkt 4 na dwie wzajemnie prostopadle plaszczyzny m,
i m,, a nastgpnie przez obrét jednej z nich wokdt krawedzi x uzyskuje si¢ jedna
wspoélIng plaszczyzne rysunku. Konstrukcje w tym rzucie — poza waznymi
zastosowaniami praktycznymi — ¢éwiczg $wietnie wyobraZnig przestrzenng.
Proponuje zatem Czytelnikowi takie ¢wiczenie: Na rys. 9 wykonano dokladnie
te sama konstrukcje, co na rys. 7, ale... w rzucie Monge’a. Prosze uzupehié
oznaczenia literowe rys. 9.
Istnieje jeszcze wiele sposobdw odwzorowania przestrzeni na plaszczyzng,
stosowanych w geometrii wykresinej. Wystarczy wymieni¢ choéby rzut cechowany
uzywany w topografii, rzuty kartograficzne, czy wreszcie rzut srodkowy, ktdrego
pigkng prébke widzieliSmy na okladce jednego z numerdéw «Delty». Omoéwienie
tych rzutéw wykracza poza ramy tego artykutu. I nie o to tu chodzi.
Staralem si¢ opowiedzie¢; czym jest geometria wykre§ina. Zeby ja bliZzej poznaé,
trzeba siggnac do... podrecznika.
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