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Dowolna liczba catkowita # jest pierwiastkiem wielomianu x—n. Z drugiej strony nie kazdy
pierwiastek wielomianu o wspélczynnikach calkowitych musi byé liczbg calkowitg; na przykiad
pierwiastek wielomianu 2x— I nie jest liczba catkowita, a pierwiastki wielomianu x*—2 nie sa
nawet liczbami wymiernymi. Czy mozna z postaci wielomianu wywnioskowaé, ze jego wymierny
pierwiastek musi by¢ liczba calkowita? Okazuje si¢, ze mozna. Wynika to z nastgpujacego
twierdzenia:

Jesli liczba wymierna zapisana w postaci ulamka nieskracalnego % jest pierwiastkiem wielomianu

o wspolczynnikach calkowitych
apx"+ @, X"+ ... +a;x+a,,

to p jest dzielnikiem wspolczynnika ao, a g jest dzielnikiem wspélczynnika a,.

Dla uzasadnienia tego twierdzenia zauwazmy, Ze liczba %spelnia warunek :

L n—1
p P »
o §) v (§) 4 val) v

mnozqc wigc obustronnie przez g" otrzymamy

a‘pn_{_a.pn-—lq_'_ . +d,pq"'1+aoq’ = 0.
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AQq" = —a,p"—a,_.p"'g— ... —a,pg"".

Liczba po prawej stronie tej rownosci jest podzielna przez p, zatem p dzieli a,¢". Poniewaz

zalozylismy, Ze (%) jest ulamkiem nieskracalnym, wiec p i ¢ nie maja wspolnych czynnikéw réznych

od 1. Wobec tego z faktu, Ze p dzieli ao¢™ wynika, ze p dzieli a;. Podobnie z rownoéci

@pp" = —ay 1 p" g . —aipgtT —ayg"

otrzymujemy wniosek, ze g dzieli a,.
Z twierdzenia tego wynika, ze kazdy pierwiastek wymierny wielomianu

xPta, x4 L tayxta,

o wspolczynnikach catkowitych musi byé liczba catkowita bedaca dzielnikiem liczby a,

(oczywiicie wielomian taki moZe mieé rowniez pierwiastki niewymierne).

Jak zauwazyliémy na poczatku, kazda liczba calkowita jest pierwiastkiem wielomianu

o wspolczynnikach catkowitych i wspolczynniku przy najwyzszej potgdze rownym 1, a z poprzedniego
zdania wynika, Ze sposrod wszystkich liczb wymiernych wlasnosé ta przystuguje jedynie liczbom
catkowitym. Pozwala to sadzi¢, ze pierwiastki wielomianéw o wspolczynnikach catkowitych

i wspolczynniku przy najwyzszej potedze rownym 1 zasluguja na szczegdlna uwage. Liczby takie

nazywamy liczbami algebraicznymi calkowitymi. Dokladniej: moéwimy ze a jest liczbg algebraiczna

catkowita, jesli istnieje wielomian o wspolczynnikach calkowitych

x"ta,  x" '+ .. +ayx+a,,

ktorego a jest pierwiastkiem.
Liczba V' 2 jest liczby algebraiczng catkowita, gdyz jest pierwiastkiem wielomianu x? — 2, natomiast

1 o 4
] nie jest liczbg algebraiczng calkowita. Przy okazji warto wiedzie¢, ze istnieja liczby rzeczywiste,

ktore nie tylko nie s liczbami algebraicznymi calkowitymi, ale nie sg pierwiastkami zadnego
wiclomianu o wspélczynnikach calkowitych. Liczby takie nazywamy przestgpnymi; przykladem
liczby przestepnej jest liczba 7 (wyrazajaca stosunek dlugoéei polowy okregu do dlugoéci promienia).




Rozwigzanie zadania F 8.
Ponfewat jedynymi silami zewngtrznymi
dzialajgcymi na ukiad kulka-réwnia sg sily
cigzkosci kulki i réwni oraz sila reakeji stolu,
frodek cigzkodci ukladu nie moke przesunad sig
w kierunku poziomym. Staczaniu sig zalem
kulki musi towarzyszyé przesuwanie sig rowni
wzdlut stolu.
Zadapic to moZna rozwigzywad na wiele sposo-
béw, najproicicj jednak w ukladzie odnicsienia
zwigzanym z poruszajgcq sig rownig. W tym
ukladzie tor ruchu kulki jest dobrze znany. Ale
uwaga! Tak wybrany uklad jest ukladem
przyspieszonym, podobnie jak na przykiad
uklad odniesienia zwigzany z ruszajgcym lub
hamujgeym autobusem, W ukladzie
przyspieszonym, jak wiecie rowniet z wlusnego
dodwiadczenia, wystepujq sily bezwladnodel.
Rowne sq one — ma, gdzie a jest przyspieszeniem
kiadu, a m masq badanego ciala.
Wymienmy wszystkie sily dzialajgce na kulke
i réwnig. Na réwnig dzialajg sily (uklad
spoczynku rdwni):
Mg — sila cigtkodici,
R — reakcja stolu na nacisk réwni,
prostopadia do podstawy rowni,
N — sila nacisku kulki, prostopadia do
powierzchni réwni,
T — sila tarcia migdzy rdwnig a kulks,
rownolegla do przeciwprostokatnej,
= Ma — sita bezwladnodci, rownolegla do
podstawy réwni.
Na kulke dzialajg sily:
mg — sila cigtkodci,
= T — sila tarcia,
= N — reakcja réwni na nacisk kulki,
— ma — sila bezwladnosei,
W wybranym ukladzie odniesienia rdwnia
spoczywn, dlatego wypadkowa sila dzialajyca
na rownig wynosi 0,
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Kulka porusza si¢ wzgledem réwni
z przyspieszeniem b skierowanym réwnolegle do
przeciwprostokgtnej. Natomiast wypadkowa sil
dzialajgcych na kulk¢ w kierunku prostopadiym
do powierzchni réwni réwna sig 0.
Otrzymujemy ¢pujgce réwnania:
1° réwnowaga sil dzialajacych na réwnig
w kierunku:
a) poziomym
Nsina = Teosa—Ma,
b) pionowym (niepotrzebne w dalszej czgsci
zadania)
R = Ncosa+ Tsina+ Mg;
2° ruch postgpowy kulki wzdlu® réwni:
mgsina—macosa—T = mb;
3° ruch obrotowy kulki wokdl osi przechodzycej
przez jej srodek masy (r — promien kulki, ¢ —
przyspieszenie katowe)
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4° zwigzek migdzy ruchem postepowym
i obrotowym (loczenie bez poilizgu):
b= er;
5" rébwnowaga sil dzialajgcych na kulke
w kierunku prostopadlym do réwni:
N+masina = —mgcosa.
Z rozwigzania ukiadu réwnanh otrzymujemy:
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(M+m)— —m costa,
Tor kulki bedzie dla obserwatora stojjcego
przy stole linia prosts nachylong do
stolu pod kgtem

f = a—arccig (clgu- —)
asina

Powrdémy jednak do liczb h.lab geraicznych actkowitycOkazuje sie, ze wiele wlasnosci zwykiych
liczb catkowitych (matematycy zajmujacy sie ta problematyka mowig : liczb catkowitych
wymiernych) przystuguje liczbom algebraicznym calkowitym.

Niestety nie ma metody bezpoéredniego wskazania, ktore z liczb rzeczywistych sa, a ktore nie sa
liczbami algebraicznymi catkowitymi. Znajdujac odpowiedni wiclomian mozemy bez trudu stwierdzié,
Y N _— - 1+Y5 o .
7e liczbami algebraicznymi catkowitymisa: 1+ ﬁ 2—3ﬁ, _21/_ Istotnie, liczby te s3 kolejno
pierwiastkami wiclomianow: x*—2x—1, x*—4x—23, x*—x—1. O ile algebraiczna catkowito$¢
pierwszych dwu z tych liczb jest rzecza, ktéra Czytelnik z pewnoicig odgadiby na pierwszy rzut

14+y/5

oka, o tyle fakt, ze e jest liczbg algebraiczna catkowita, moze wyda¢ sig do$¢ dziwny (liczba ta

+2¥/5

ma mianownik, ktérego nie mozna si¢ pozby¢!) i przypadkowy (okazuje si¢, Ze np. =

jest liczba algebraiczng calkowita!). Watpliwodci te usuniemy przytaczajac twierdzenie
charakteryzujace liczby algebraiczne calkowite pewnej szczeg6lnie prostej postaci:

Niech d # | bedzie liczbg calkowita niepodzielng przez kwadrat zadnej liczby calkowiteje # 1.
Jesli d = 4k+2 lub d = 4k+3, to wsrdd liczb postaci a+b]/ d(a, b— dowolne liczby wymierne)
liczbami algebraicznymi catkowitymi sa dokladnie te, dla ktorych a i b sg liczbami calkowitymi.
Jesli natomiast d = 4k+1, to wérod liczb a+b|fTi (a, b — liczby wymierne) liczbami

Va

1+
algebraicznymi catkowitymi sa dokladnie liczby a+b e gdzie a, b sg calkowite.

Dowodu tego twierdzenia nie bedziemy tu przytaczaé, mozna go znaleié¢ np. w interesujacej ksigzce
G. Birkhoffa i S. Mac Lane'a Przeglad algebry wspdlezesnej. Zauwazmy, ze w kazdym z przypadkow,
o ktérych méwi to twierdzenie, w zbiorze liczb postaci a+ by d (d ustalone) podzbior liczb
algebraicznych calkowitych ma wtasnosci rachunkowe podobne do zbioru liczb catkowitych (tych
zwyklych, wymiernych), w szczegélnosci suma, a takZe roznica oraz iloczyn liczb algebraicznych
catkowitych z tego zbioru, jest liczbg algebraiczng calkowita. Natomiast iloraz liczb algebraicznych
catkowitych na ogol nie jest liczbg algebraiczng catkowita, np
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a to nie jest liczba algebraiczna calkowita na podstawie cytowanego wyzej twierdzenia.

Oczywiscie analogiczne wlasnosci maja dzialania arytmetyczne w zbiorze liczb catkowitych.
A oto przeniesienie jeszcze jednego prawa znanego dla liczb calkowitych: kazda liczba wymierna
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m
jest ilorazem o gdzie m jest liczba catkowita, n — liczba naturalng. Wykazemy, ze kazda liczba

bedaca pierwiastkiem wielomianu o wspolczynnikach catkowitych jest ilorazem liczby algebraicznej
catkowitej przez liczbg naturalng. Przypusémy, Ze a jest pierwiastkiem wielomianu

Au X"+ @y X"+ ... +a,x+tag,

gdzie a,, @n_1, ... » @y, G 54 liczbami calkowitymi. Bez straty ogoInosci
mozemy przypuscié, 7e a, jest liczba naturalng, gdyz w przeciwnym razie —a, byloby liczbg naturalna,
przy czym a oczywiscie jest rowniez pierwiastkiem wielomianu

— X" =Gy X" — L —a; x—ap.

Mamy:
a,a"+ap.a" '+ ... +a,at+a; =0,
wigc

b e d v d agatdl ey = 0,

(@@ "+ 8y 1 (@00)"" +2y-28,(@0@)" *+ ... +ayah (a,a)+an 'ap =0,

a stad wnosimy, ze liczba a,a jest pierwiastkiem wielomianu

" s n-2 n=1
X lp X" 4@, 0, X"+ . GyGn X+an ao.

Poniewa? wielomian ten ma wszystkie wspolczynniki calkowite, a wspélczynnik przy najwyzszej
potedze réwny jest jednodci, wigc a,a jest liczba algebraiczng calkowita, stad oczywiscie a jest
ilorazem tej liczby algebraicznej catkowitej przez liczbg naturalng a,.
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