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Rozwigzanie zadania MI19

Zauwaimy, e liczcby n=k=1in=k =3
speiniajy réwnoséé (a), zas liczby n = 2

i m = 4 nic spelniaja (a) przy zadnym
naturalnym k. Przypusémy, 3¢ liczba n> §
speinia (a) przy pewnym k naturalnym.
Liczby 5!, 6!, ..., n! s3 podziclne przez S.

a wigc liczba 11+2!4+3!+414+ 5!+ . +
+m!l=142+6+24+5!'+ ... +a! =

= 33+5!+ ... +n! daje przy dzicleniu -
przez § resztg 3.
Kwadrat liczby Inej przy dziek

przez 5 daje resztg 0, 1 lub 4, co wynika
z faktu, ie kaida liczba naturaina jest
postaci Sm, Sm+1, 5m+2, Sm+3 lub
»m+4 (m — liczba calkowita) oraz

(5m)* = 5-5m?+0, (Sm+1)2 = 5(5m? 4
+2m)+1, Sm+2)2 = 5(5m? +4m) + 4,
(Sm+3)2 = 5(5m2+6m+1)+4,

(Sm+4)? = 5(5m*+8m+3)+1.

Gdyby wigc przy pewnym naturalnym

k i m > 5 zachodzila réwnoéé (a), to lewa
strona dawalaby przy dzieleniu przez §
reszi¢ 3, prawa zas —0, 1 lub 4. Otrzymana
sprzecznos¢ wraz z poczatkowymi uwagami
wykazuje, ie tylko liczby n = k=1

i m =k = 3 spelniajq réwnoéé (a),

a oczywiicie speiniajs one réwnosé (b).

W praktyce szkolnej wystepuja, ogoélnic biorac, dwa typy zadaf. Pierwszy z nich wymaga
sprawndcl radmnkowej, a drugi — pewnej jeszcze pomyslowosci. Przykiadem pierwszego typu

zadan jest nast¢pujace poleoeme
Oblicz sume
119 210
24 443
8129
+5195215

Takie ,,stupki” nie wymagaja od rozwiazujacego zadnej inwencji — wystarczy znaé spos6b
postepowania i nie pomyli¢ si¢ w rachunkach, a wynik bedzie poprawny. Liczby moga byé
wneksze,moiembyélchduzomj Zadanwsta!obyquéwmsmudnle’sn.arozwunnie
g0 mqloby wigcej czasu i papieru; nikt jednakze (poza pierwszoklasistami) nie nazwalby go
trudnym.

Sa jednak i takie zadania, ktorych w pierwszej chwili nie potrafimy rozwiazaé. Zdarza sie,

Ze zadanie, pomimo prostego sformulowania, sprawia rozwigzujgcemu spore trudnosci. Czasem,
pomimo wielu wysilkéw, nie udaje si¢ takiego zadania rozwiqué. Bywa, e kto$ potem podsunie
nam jaki§ pomyst i ku naszemu niezmiernemu wstydowi rozwmzame okaze si¢ zdumiewajaco
proste Najistotniejszy jest wiec tu pomyst. Zadania te zaczynaja si¢ czgsto od slow ,,udowodmé

'2e”, ,,sprawdzi¢, czy” itp. Krétko méwiac, znamy metode rozwigzywania zadar ,,na dodawanie

a metody rozwigzywania wielu innych typéw zadan nie znamy. Nie znaczy to jednak, Ze nie ma
standardowej metody rozwigzywania pewnych typow zadan zaczynajacych si¢ od stow
,,Sprawdzi¢, czy”.

Wezmy dla przykladu zadania typu: ,,Sprawdzié, czy istnicje liczba rzeczywista wigksza od a

i mniejsza od 5”.

Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca, gdy a < b, za$ przeczaca, gdy b < a. GdybySmy
cheieli powiedzie¢ to bardziej formalnie, mogliby$my stwierdzi¢, ze wyrazenie

*) @< xAx<b)
x

jest rownowaine wyrazeniu @ < b.
Zatem i dla tego typu zadan istnieje mechaniczna metoda rozwigzywania. Metoda ta polega

na climinacji z wyrazenia (*) kwantyfikatora.
Taka eliminacja kwantyfikatora mozliwa jest dla duzo ogoélnicjszej klasy
wyrazcﬂ a mianowicie wszystkich wyrazeni postaci

(L) V¢.

gdzie w formule @ orzekajacej cos o uporzqdkowamu liczb rzeczywistych nie wystepuje juz ani
jeden kwantyfikator. Jesli zmienna x w ogéle nie wystepuje w formule @, to kwantyfikator nie

jest potrzebny i formuta \/'D jest rownowazna formule @. Mozemy zatem zalozy¢, ze zmienna x

w formule D wystepuje. Rozpatrujqc réznc formuly @, wypada zaczaé od najprostszych. Moga
to byé formuly x =a,a=x,a < x,x < a,(gdueamtmuennqréinaodx),x—xoraz

x < x. Formuly takie nazywaja si¢ atomicznymi. Wyrazenia Vx=a,\a=x,\/8<x,
Vx < a oraz \/x = x sg prawdziwe dla dowolnego a. Wobe: tego kazd: z tych fo:mul mozemy
z:stqpié po pros:u P (od ,,Prawda”). Natomiast zdanie \/x < x jest zawsze falszywe. Zastapimy
jeF (od ,.Falsz”). Wyeliminowali$my zatem kwantyﬁkat;r z formut postaci \/45, gdzie P jest

formulg atomiczng. PrzejdZzmy teraz do formu{ bardziej skomplikowanych. Zaléimy, ze D jest
koniunkcja formut atomicznych. Jesli @ daje si¢ przedstawié¢ jako koniunkcja dwu czlonéw:

@ =Y A E, przy czym w ¥ nie wystgpuje zmienna x, towyra‘kmc\/ﬁjestréwnoznacme
x
wyrazeniu ¥ A \/.E' W dalszym ciaggu mozemy zatem zalozyé, ze w kazdej formule atomicznej

formuly @ wystqpuje x. Jezeli ktéry$ z czionéw komunkcjl ma postaé x = x, to mozemy go
bezkarnie opusci€. Jesli z kolei w formule @ wystqpuje formuta atomiczna x = aluba = x,

to we wszystkich mlejseach gdzie pojawia si¢ x, mozemy napisa¢ a i opuscié zbedny juz
kwantyfikator. Jesli wreszcie wirod czlonéw koniunkcji wystepuje formula x < x, to wyraZenie

\/¢ jest zawsze falszywe. Jesli natomiast nie ma tam ani formuly x < x, ani tez zadnej rownosci,
x

to dzigki tacznosci i przemiennosci koniunkcji

[(eAa@Aar=[pA (@A),
(PA@=(@ADp)

mozemy formule \/¢ przedstawi¢ w jednej z postaci:
x
Vaa < XA ...
x

A Gy < X,

S



&

Dyskusja problemu b) F7

b) Przypadek identycznych kul toczacych
si¢ ku sobie z jednakowymi szybkosciami.
Zderzajace si¢ kule wymienig si¢ skladowymi
pedu, prostopadlymi do plaszczyzny styku.
Stad wynika zwigzek:

cmTﬂﬁ' 0<6<nm,
dN dN - & _—
o ———bksm—z— —Rcsm—z-.
albo:
ﬂ =2Rcsin—0.
do 2
2

Przypadek b) jest zatem réwnowazny
pierwszemu przypadkowi rozwazanemu

w ukladzie srodka masy ukiadu zderzajacych
si¢ kul. Dla identycznych kul kat
rozproszenia w ich ukladzie srodka masy jest
dwukrotnie wigkszy niz w ukladzie,

w ktérym jedna z kul spoczywa.

Przykiad 1

VN(x<O—+x<n)E
X

V ~(~x<0V x<a)=
X

V(~~x<0/\~x<n)s
X

\/[x<0A(x=an<x)]s
X

V [(x<O0Ax=mV((x<0Ar<X)]=
X

=IV c=xnx<onviV @<xna
X x
Ax<O)]=

=a<0V=n<0=
=FV F=F

3

Przyklad 2

/\([Vx<'y/\y<0]—»x<u)5
x ¥

= Nx<0-x<m=
x

E~V~(x<0-9x<x)s
X
=~R<0Vr<0)=
=~F=P

0. \/x# Y,
xy

1. /\x<x,

x

2. /\x<yv xX=yvy<zx,

xy

3. \x<yay<zox<y,
xyz

4. /\\/x<y/\y<z,
y xz

5. /\\/x<z->x<y/\y<z.
xz y

\/x<bn/\.../\x<b,,,

X

Vac <XA e A By XA X< Do A s A X < by
X

W dwu pierwszych przypadkach formula jest zawsze prawdziwa, a w trzecim jest rownowazna
formule

Ao < bo A ... AGo < by A ... Ay < boA ...A ay < by

Ten przypadek eliminacji kwantyfikatora jest o tyle wazny, Zze wszystkie pozostale mozna

do niego sprowadzié.

Wezmy zupetnie dowolna formule @ (w ktorej nie wystgpuja kwantyfikatory). Pierwszy krok

eliminacji kwantyfikatora z formuty \/d) polega na usunigciu implikacji i rownowaznosci za
X

pomoca Wzorow

(peq)=[(p—9) A (@- D),
(P29 =(~pva9.

Z kolei przy pomocy praw de Morgana (~(pV g¢) = ~p A ~q oraz

~(p A q) = ~pV ~ q) wprowadzamy negacj¢ mozliwie najglebiej, a wigc tak, aby negacja
mogla staé tylko przed formula atomiczna.

Nastepnie eliminujemy negacj¢ zupelnie za pomoca wzorow

~~Pp=EDPp,
[~@=bl=[a<bv (b<a)
[~@<b)l=[(@a=bVv (b <a).

Teraz, korzystajac z prawa rozdzielnosci alternatywy

(v dAA=IpARDY @A P],

sprowadzamy otrzymana formule do alternatywy cztondéw @, ..., Pp, z ktorych kazdy jest

koniunkcja formut atomicznych. Mamy zatem rownowaznosé
Ve = [(\/Po)V ...v (/P
X X X

Z kazdej formuly \/(D; z osobna potrafimy wyeliminowa¢ kwantyfikator i wskaza¢
X

bezkwantyfikatorowa formute o; rownowazng formule \/di,-. Wowczas
X

/@ =V ..v @,.
x

Ostatecznie wiec dla dowolnej formuly bezkwantyfikatorowej @ potrafimy wskazaé formule
bezkwantyfikatorowg D’ takq, ze

Ve =9.
X

Mozna wyeliminowaé nie tylko kwantyfikator egzystencjalny, ale rowniez og6lny. W tym celu
nalezy postuzy¢ sie prawem
N\=~\/~0,
X

x

réwniez zwanym prawem de Morgana. Jezeli @ jest formula bezkwantyfikatorowa, to i ~ @ jest
formuta bezkwantyfikatorowa, a zatem potrafimy poda¢ formul¢ @, rowniez

bezkwantyfikatorowa, taka, ze \/ ~ @ = @’. Wobec tego /\(p = ~ @', Mozna poza tym
x X

eliminowa: wiecej niz jeden kwantyfikator. Nalezy to po prostu robi¢ po kolei, zaczynajac
od kwantyfikatoréw «najbardziej wewnetrznych», to znaczy takich, ze w ich zakresie nie ma
innych kwantyfikatorow.

Ostatecznie wiec dla dowolnej formuty potrafimy wskazaé¢ rownowazna jej formulg
bezkwantyfikatorowa ; innymi stowy — potrafimy podaé¢ warunki konieczne i dostateczne na to,
by wyjsciowa formuta zachodzita dla liczb rzeczywistych. Jesli wyjsciowa formuta nie ma
zmiennych wolnych (nie zwigzanych kwantyfikatorami), to i rownowazna jej formuta
bezkwantyfikatorowa nie bedzie miata zmiennych wolnych, bedzie si¢ zatem sktadac¢ z formut
atomicznych postaci a < b ia = b, gdzie a i b sa nazwami konkretnych liczb rzeczywistych.
W takim przypadku nietrudno obliczyé wartos¢ logiczna, a wigc udowodnié¢ lub obali¢ zdanie
(to znaczy formule bez zmiennych wolnych), ktore mielismy na poczatku.

To, co zostato udowodnione, matematycy ujmuja w zdaniu:

Teoria porzqdku liczb rzeczywistych jest rozstrzygalna, bo istnieje (wskazaliSmy ja) metoda
rozstrzygniecia, czy dowolnie wskazane zdanie jest twierdzeniem tej teorii, czy tez nie jest.

Warto zauwazyé, ze do dowodu poprawnosci opisanej wyzej metody (dowodu, ktdrego nie
przeprowadzilem tu w szczegolach, pozostawiajac go z lenistwa Czytelnikowi) potrzebne s3 tylko
podane obok wiasnosci porzadku liczb rzeczywistych.

Oznacza to, ze kazde zdanie orzekajace o uporzadkowaniu liczb rzeczywistych mozemy
udowodni¢ w oparciu o aksjomaty 0.—S5. (o ile oczywiscie jest prawdziwe). Dowodu takiego
dostarczy nam opisana powyzej metoda. Mozemy zatem powiedzie¢, ze zdania 0.—S5. stanowia
aksjomatyke teorii uporzadkowania liczb rzeczywistych.



