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Trzy rozwigzania zadania o 101 liczbach

Prof. dr Aleksander PEECZYNSKI, Przewodniczqcy
Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej

W biezacym roku szkolnym odbywa si¢ w naszym kraju XXV Olimpiada Matematyczna. Mial
wigc by¢é artykut ,,na zamowienie”. Powstalo co, co od biedy mogloby si¢ nadawaé na 26 rocznicg,
Trudnym i waznym obowigzkiem Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej jest wybor
zadan na zawody. Proponowane zadanie nie moze by¢ znane, np. wzi¢te z jakiego$ dostepnego
zbioru zadan; nie moze by¢ ani za latwe, ani za trudne; powinno posiada¢ kilka réznych
rozwigzan, ktore dadza sie zredagowaé jak najkrocej. Wreszcie do zrozumienia i do rozwiazania
zadania powinna wystarczaé¢ znajomo$¢ matematyki w zakresie programu szkoly $redniej;

a najlepiej, gdy zadanie nie wymaga zadnej wiedzy szkolnej, tak Ze jest ono jednakowo dostgpne
i dla ucznia szkoly podstawowej, i dla czlonka rzeczywistego Polskiej Akademii Nauk.
Podobnie, jak nie spotyka si¢ w zyciu idealnych ludzi i przedmiotow, tak tez nie ma
prawdopodobnie idealnych zadan. Opowiem histori¢ zwigzang z pewnym zadaniem bliskim
idealnego, gdyby nie to, ze okazalo si¢ ono troche za trudne.

W 1950 roku, jako student I roku matematyki, przeczytalem w czasopi$mie «Matiematika

w Szkole» sprawozdanie z XIII Moskiewskiej Olimpiady Matematycznej. Jedno z zadan
finalowych brzmialo: ,,Liczby od 1 do 101 wypisano w dowolnym porzadku. Udowodnié, ze
mozna z tych 101 liczb wykresli¢c 90 tak, aby pozostalych 11 tworzylo ciagg monotoniczny, tzn.
albo ciag malejacy, albo rosnacy”.

Rozwigzania nie podano. Ze sprawozdania wynikalo, ze zadanie to rozwigzal tylko jeden
uczestnik zawodow.

Dla kilku moich kolegdw z pierwszego roku matematyki i dla mnie oznaczalo to wyzwanie.

My tez potrafimy rozwigzac to zadanie. Niestety, checi nie wystarcza. Mimo usilnych rozmyslan,
a nastepnie zbiorowych dyskusji i dzielenia si¢ doswiadczeniem upragniony pomyst nie
przychodzit i zadanie pozostalo nie rozwigzane nie tylko w ciggu kilku godzin (tj. czasu
przeznaczonego na rozwigzanie w czasie zawodow), ale tez wielu dni i tygodni. Stwierdzilismy
jedynie, ze liczby 101 nie mozna zastapi¢ zadng liczba mniejsza, gdyz np. ciag 100 liczb

91, 92, ... 99, 100, 81, 82, ..., 89, 90, ..., 1, 2, ..., 9, 10

nie zawiera podciggu monotonicznego skladajgcego sie z wigcej niz 10 wyrazow (dlaczego? —
poréwnaj dalej rozwiazanie I (3)). Kto§ zauwazyl jednak, ze zadanie mozna prawdopodobnie
uogdlni¢ na dowolne liczby naturalne postaci n*+ 1. Sprawdzilismy, Ze tak jest dla liczby

5 = 2241 i liczby 10 = 32+ 1. Dla ciagéw siedemnastowyrazowych 17 = 4%+ 1 zgubili$my si¢
w rachunkach. ZaczeliSmy opowiada¢ o zadaniu ,,0 stu jeden liczbach™ rozmaitym ludziom.
Miedzy innymi napisalem list do Poznania do kolegi X, laureata I Olimpiady Matematycznej,
a jeden z moich kolegdw zaznajomil z trescig zadania nieodzalowanego profesora Stefana
Kulczyckiego (1893-1960). Oba te kontakty daly pozadany efekt. Z Poznania przyszed! list
zaczynajgcy si¢ od stow:
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Ten dowdd skromnosci autora byt jednak poparty pigknym, cho¢ skomplikowanym,
rozwiazaniem zadania, niewiele rézniacym si¢ od rozwigzania przyslanego nam rownoczesnie
przez profesora Kulczyckiego.

Rozwigzanie T (kolegi X)
ud dnimy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby naturalnej n, z dowolnego ciggu n? + 1 réznych liczb naturalnych,
mozna wykreilié n? —n liczb tak, 2e pozostale n+ 1 liczb tworzy cigg monotoniczny. Dla m = 1 jest to oczywiste.
Zalétmy prawdziwoic hipotezy indukcyjnej dla pewnego k = 1 i niech ay, a3, ..., A4 1241 bedzie dowolnym
ciggiem rétnych migdzy sobg liczb naturalnych. Naleiy pokazaé, e cigg ten zawiera (k+ 2)-wyrazowy podciag
monotoniczny. Na mocy zalozenia indukeyjnego wirdd liczb ay, a1, ... ap 4 istniejg liczby “"i' a,.;..... G"IH-! , gdzie
np<mi<..< ﬂi+ 1+ tworzace cigg monotoniczny. Niech a. bedzie najwigkszg z liczb an}, an},...
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Rozpatrzmy cigg a,, @, ... w2 z wykreslonym wyrazem a .tzn ciag by, b1, ... bt‘-l-l' gdzie bj = aidlai < 5
oraz bj = a1 dla i = 5,. Stosujgc powtdrnie zalozeni keyine

fujemy ciag iczny an?, and, .. ani_“
i oznaczamy przez ag, jego najwickszy wyraz. Ponownie stosuj lozenie indukeyjne do ciggu ay, az, ..., a3 ¢ 3




z wykredlonymi wyrazami as; oraz as; i wyznaczamy ag, itd. Poniewaz (k4 1)3+1 = k2+ (2k+2), to moiemy tak

postgpowaé 2k + 2 razy. Otrzymujemy w ten sposdb 2k + 2 réénych liczb a 520 ...,as-_,k_'_z.w zaleznodci od tego,

a
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czy sa one koficowymi wyrazami ciagéw rosnacych o dlugodci k+ 1, czy teZ pierwszymi wyrazami ciagdw malejacych
o dlugosci k + 1, zaliczamy je do pierwszej badz do drugiej grupy. Niech do pierwszej grupy naleza liczby
A;, Az, ..., Ag, zad do drugiej By, B;, ..., sz-—z-p.g' przy czym numerujemy je w ramach kaidej grupy w takiej
samej kolejnodci, w jakiej wystgpuja w ciggu a,, a1, ..., a(k+1)*+1. Rozpatrzymy teraz kilka przypadkow.

(1) ciag 4,, Az, ..., Ag nie jest malejgey, tzn. istnieje taki wskainik ¢, zedr < Ar+1. Niech A¢ = ani+1 za%

Al+ 1= a,,;+l- Wawczas cigg an:. rvr a":u-x' a";+l jest podciagiem rosnacym cidgu @i, @2, o G 4 1)2 41 zlozonym

z (k+2) wyrazow.

(2) ciag By, Bz, ..., sz_z+q' nie jest rosnacy. Analogiczne rozumowanie jak w (1) prowadzi do konstrukeji
(k +2)-wyrazowego podciggu malejgcego ciggu ay, ai, ..., Ay 1) 41

(3) Nie zachodzi ani (1), ani (2) oraz g # k+ |. Wowczas szukanym monotonicznym (k + 2)-wyrazowym podciggiem
jest albo cigg 4;, 43, s dp a—adyg = k+2, albo cigg B,, Bi, ..., Bk+2—gdy g=k

(4) Nie zachodzi ani (1), ani (2) oraz ¢ = k+ 1. Rozpatrzymy podprzypadki.
(4a) Tstnieje taki wskaznik t, ze B, = a," wystgpuje w ciggu @y, @2, ..., G(k 4. 1)2 41 PO wyrazie A, = "n:+ o tzn,
h P
Rpypqg<nm.

Wéwezas, jesli 4, > By, to szukanym (k + 2)-wyrazowym ciggiem jest malejacy ciag a”L‘_H ' ﬂ,,f. 0,21’. Hay d‘,,f+ N

jesli zas Ay < By, to szukanym ciggiem jest cigg rosnacy a.’;. ﬂ”g. ean B,,il_H, a,,f.

(4b) nie zachodzi (4a). Wowczas wyrazy obu grup razem wystgpuja w ciggu @y, g3, ..., Afegp1)ip1 W nastepujacej

kolejnodei: By, Ba, ..., B 4 g, Ay Az, -“k+1 i szukanym tonicznym (k + 2)-wyrazowym ciagiem jest albo ciag
rosnacy By, By, ..., By 4. Ay —gdy Bk+1<Al. albo ciag malejacy By, ;. Ay, Az, oo Ag g g —edy By g > Ay,
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Pokazalismy wiec, ze z zalozenia indukcyjnego wynika, iz w katdym przypadku z ciggu a,, a3, ..., Ak 4 1)2 41 mozna
wybraé podcigg monotoniczny zlozony z (k -+ 2)wyrazéw. C.B.D.O.

Rozwigzanie profesora Kulczyckiego roznilo si¢ od wyzej przytoczonego tym, ze najpierw wykreslalo si¢ najwigkszy
WYTHZ Ciafu @y, ...y A(j 4 1)2 4102 nastgpnie — jak w dowodzie kolegi X — stosowalo si¢ (2k + 1) razy zaloZenie
indukcyjne dla wybrania 2k + 1 najwigkszych wyrazéw pewnych ciagéw monotonicznych (k+ 1)-wyrazowych i dalej

Al

przepro si¢ analogiczng dyskusjc (jak?).




F$§ dc. rozwigzania ze str. 10
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W tym granicznym przypadku pole
magnetyczne wytwarzane przez prad

o natgzeniu [ ma srednig wartodé w kierunku
prostopadlym do B, réwng 0. Igla nie zmieni
poloZenia rownowagi, W kazdym innym
preypadku (Lo pordwnywalne z R) wychylenie
igly bgdzie mniejsze niz wyrazone wzorem (#).
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Na tym konczy sie pierwsza czes¢ opowiadania. Tych, ktorzy ,,wysiedli” przy czytaniu

I rozwiazania, pragne pocieszy¢: nie jest ono konieczne dla zrozumienia reszty.

Dyskutujac nad I rozwigzaniem doszlismy do wniosku, ze jest ono za trudne, aby organizatorzy
Moskiewskiej Olimpiady, znajgc jedynie to rozwiazanie, zdecydowali si¢ wybra¢ zadanie o stu
jeden liczbach na zawody. Musialo wiec istnie¢ inne, prostsze rozwigzanie. Istotnie tak bylo.

W maju 1951 roku poéZnym wieczorem, po wykladzie z propedeutyki filozofii, kolega Stefan
Rolewicz oznajmit nam, ze wlasnie na tym wykladzie znalazl nowe rozwiazanie.

Rozwiazanie Stefana Rolewicza, obecnego kierownika Zakladu Analizy Matematycznej
Instytutu Matematyki Polskiej Akademii Nauk, nie réznilo sig istotnie od rozwiazania autorow
zadania. Moglis$my si¢ o tym przekonaé, gdy wkrotce potem dotarta do Warszawy ksigzka

D. O. Szkolskiego, G. M. Adelsona Welskiego, N. N. Czencowa, A. M. Jagloma, I. M. Jagloma
Izbrannyje zadaczi i tieoriemy elementarnoj matiematiki. Czast’ 1. Arifmietika i algebra,

Moskwa 1950 (patrz str. 117-118).

Rozwigzanie IT (autoréw i S. Rolewicza)

Niech a (ll V= pierwsza (pierwsza z lewej) z wypisanych liczb, cg’ — pierwsza z pozostalych liczb, wigksza niz a(}),
e(;) —pierwsza z liczb wystgpujacych po a“"%), wigksza niz a(;‘, itd. W ten sposdb wybieramy cigg rosnacych liczb

(1)
8(}). a(;)a vany @ iy
Jezeli iy > 10, to post¢gpowanie nasze jest zakoriczone. Jezelii, < 10, to wykreslamy wszystkie jui wybrane liczby,
2)
za$ z pozostalych (101—i,) liczb wybieramy dokladnie w taki sam sposéb nowy cigg rosnacy a(l,. a( 2 - a(g,

Kont jac to postgpowanie wybierzemy z naszego ciggu 101 liczb pewng ilo$¢ rozlgcznych ciggéw gcych,
Jezeli choé jeden z tych ciagébw ma wiecej niz 10 wyrazdw, to znowu postgpowanie nasze jest zakoriczone, Zatem
nalezy jeszcze rozpatrzyé przypadek, gdy kazdy z wybranych ciggébw ma nie wigeej niz 10 wyrazéw. Poniewaz
wyjsciowy ciag zawiera 101 wyrazdw, to w tym przypadku liczba k wybranych ciagbw rosngcych jest nie mniejsza
niz 11. W tym przypadku okreslimy cigg malejacy, ktory sklada sig z co najmniej 11 wyrazow,

Ostatnim wyrazem tego ciggu bedzie liczba a("-nk, to jest ostatni wyraz z ostatniego z wybranych ciggéw rosngcych.
Nastepnie wybierzemy liczbe z przedostatniego z wybranych ciagéw, polozona na lewo od “u?k i najblizszg do ”(Pk'

Ta liczba jest wigksza niz aaf)k, gdyz w przeciwnym razie w trakcie konstrukcji przedostatniego z ciggéw rosngcych

wybralibyimy po tej liczbie liczbe "(lbk’ podczas gdy w istocie liczba "‘I?k znalazla si¢ w nastepnym z ciggéw rosnacych.

Dokladnie w taki sam sposéb znajdujemy wyraz z trzeciego od konca z ciggdw rosnacych, lezacy na lewo od
wybranego wyrazu z przedostatniego z ciggéw rosnacych i lezqcy najblizej tego wyrazu itd. W ten sposéb
konstruujemy ciag liczb, ktére rosng, jeéli je rozpatrywaé w porzadku od prawej do lewej, tzn. cigg malejacy. Liczba
wyrazow tego ciggu réwna sig liczbie k wybranych wczesniej ciggdw rosngcych, a wige jest nie mniejsza niz 11.
C.B.D.O.

Kto nie zrozumiat I rozwigzania, ma jeszcze jedna szanse. Mniej wigcej dwadziescia lat
poiniej kolega Andrzej Makowski zakomunikowatl mi ,,prosciutkie” rozwiazanie zadania o stu
jeden liczbach, pochodzace od znakomitego matematyka wegierskiego, profesora P. Erdésa.
Oto ono:

Rozwigzanie 111 (Erdsa)

Wyrazowi ay ciagu a,, @1, ..., @101 TOZnych liczb naturalnych przyporzadkuj dwie liczby naturalne: r(k) oraz m(k),
gdzie r{k) jest dlugoscia (= iloscia wyrazdéw) najdiuzszego rosnacego ciagu a, 1* Gnyr e Oy, k) ktdrego ay jest
koricem (to znaczy k = My zas m(k) jest d Sci jdhuz ciggu mal .', » ktérego ay jest poczatkiem.

Malezy pokazaé, e dla pewnego k (1 < k < 101) co na]mme] jedna z liczb r(k) lub m(k) jest = 11. ZaldéZmy, e tak nie
jest, to znaczy e dla kaidego k = 1,2, ..., 101 mamy 1 < r(k) < 10 oraz 1 < m(k) < 10. Poniewa réznych par

liczb naturalnych < 10 jest 100, wigc istniejg wskainiki 5 oraz f takie, 2e 1 < 5 < r < 101 oraz r(s) = r(f)

i m{s) = m(r). Ale jesli a; < a,to latwo widaé, Ze r(s) < (1), Jdllmﬁc > @y, to m(f) > ms). (Dlaczego 7).
Otrzymana sprzecznosé I:Dnczy dowdd.

Analizujac rozwiazanie I1I dochodzimy do nastepujacego uogélnienia twierdzenia o stu jeden
liczbach.

TWIERDZENIE. Dany jest ciqg ai, aa, ..., G, réznych liczb naturalnych. Wowezas m-r = n, gdzie m
Jjest dlugosciq najdluzszego malejgcego podaqgu ciqgu a,, a, ..., ap, zas r — dlugoscig

najdiuzszego rosnqcego podciqgu tego ciggu.

Nie wiem, czy fakt ten mozna udowodnié stosujgc metody rozwiazan I Iub I1.

Nastepujace twierdzenie, pochodzace od jednego z najwybitniejszych polskich matematykow,
Waclawa Sierpiriskiego (1882-1969) mozna uzna¢ za analog dla ciagow meskonczonych faktu,

7e kazdy (n*+ 1)-wyrazowy ciag zawiera (n+ 1)-wyrazowy ciag monotoniczny.

TwierRDZENIE. Z kaidego nieskoriczonego ciggu liczbowego mozna wybraé nieskornczony podcigg
monotoniczmny.

Proponuj¢ Czytelnikowi zastanowi¢ si¢ nad dowodem tego twierdzenia.

Korniczac ten artykut checialbym jeszcze zwroci¢ uwage na fakt, ze nie jest rzecza latwa ocenié

a priori stopien trudnosci jakiegos zadania. Wyjaénie to na przykladzie zadania o stu jeden
liczbach. Sadze, ze gdyby to zadanie zaproponowano na posiedzeniu naszego Komitetu
Glownego Olimpiady Matematycznej znajgc jedynie I rozwiazanie, to na pewno by je odrzucono;
gdybysmy znali 1T rozwiazanie, to by¢ moze zakwalifikowaliby$my je na zawody, ale jako zadanie
trudne. Natomiast znajac III rozwigzanie, moglibySmy zakwalifikowa¢ to zadanie jako $rednio
trudne.



