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Co nowego mozna dodac o rozkladzie na czynniki? PrzeCIezwszyscy tak dobrze
wiedza, o co chodzi, przeciez juz dzieci z powszechniaka wiedza, ze 4= 2· 2,
6 = 2· 3, a piec sie nie rozklada. A moze jednak warto chwile sie nad tym
zastanowic, przypomniec, co i na co rozkladamy.

Wszystkie dzialania i zwiazki, które tu przypomnimy, dotycza liczb calkowitych.
Stwierdzilismy przed chwila, ze piec sie nie rozklada, a przeciez 5= 1 . 5 =
= (-1)' ( - 5). Musimy wiec te rozklady uznac za nieistotne. Latwo wyjasnimy,
dlaczego. Kazda liczbe calkowitan mozna zapisac w postacin = 1 . n, przy czym
jedynka wystepujaca w iloczynie nic nie znaczy, mozna ja pominac. Troche inaczej
jest z liczba -1, ale poniewaz (-1) . (-1)= 1, wiecn = (-1)· (-n) =
= (- 1) . ( - 1) .n, a zatem znów - 1 niewiele znaczy w tym iloczynie, bo czynnik
n pozostaje nie zmieniony. A wiec tak naprawde nie chodzi nam o doslowna,
absolutna nierozkladalnosc liczby 5; przez nierozkladalnosc liczby 5 rozumiemy to,
ze w kazdym przedstawieniu 5 w postaci iloczynu liczb calkowitych musi wystapic
czynnik 5 lub - 5. Liczby wyróznione przez podobna wlasnosc nazywamy liczbami
nierozkladalnymi lub pierwszymi. Dokladniej: liczbe calkowitan rózna od 0,1, - 1
nazywamy liczba pierwsza,

(1) jesli jedynymi jej dzielnikami sa liczby 1, -1,n, -n.
Warunek ten mozna.równiez sformulowac nastepujaco:

(2) jesli liczban dzieli iloczyn liczb calkowitychk . 1, to n dzieli k lub n dzieli l.

(Czytelnik z pewnoscia udowodni równowaznosc tych warunków.) Dobrze znane
twierdzenie z arytmetyki liczb calkowitych glosi, ze kazda liczbe calkowita mozna
przedstawic w postaci iloczynu liczb pierwszych, przy czym rozklad taki jest
jednoznaczny z dokladnoscia do znaków poszczególnych czynników oraz ich
porzadku. Inaczej mówiac: kazde dwa rozklady tej samej liczby calkowitej na
iloczyn liczb pierwszych moga co najwyzej róznic sie porzadkiem czynników oraz
znakami poszczególnych czynników. Jest rzecza jasna, ze takie róznice sa nieistotne,
a z drugiej strony niemozliwe do unikniecia, mnozenie liczb calkowitych jest
bowiem przemienne, wiec porzadek czynników w kazdym iloczynie jest dowolny,
ak· 1= (-k)· (-1) dla dowolnych czynnikówk, 1calkowitych. Ostatni
argument pozwala zwrócic uwage na szczególna role liczb 1 i-l w zbiorze liczb
calkowitych. Zauwazmy, ze sa to jedyne liczbyn spelniajace w zbiorze liczb
calkowitych warunek

(3) dla n istnieje m, takie zen . m = 1.

Elementy spelniajace w pewnym zbiorze liczbowym warunek (3) nazywamy
elementami odwracalnymi. Spróbujmy zbadac omawiane wyzej pojecia w innych
?:biorach liczbowych. Ograniczymy sie tylko do takich zbiorów, w których dla
kazdych dwóch elem~ntów istnieje ich suma, róznica i iloczyn. Jednym z takich

zbiorów jest zbiór liczb wymiernych. Kazda rózna od zera liczba wymiernaLjest
. q

elementem odwracalnym:L ..!L = 1, a kazda liczbe wymierna mozna podzielicq p
przez kazda rózna od zera liczbe wymierna. Z tego powodu warunki (1) oraz (2)
trywializuja sie i dalsze próby rozwijania teorii jednoznacznosci rozkladu nie
doprowadza do ciekawych wyników.

Rozpatrzmy teraz zbiór liczb postacia +b y2, gdzie a, b sa liczbami calkowitymi.
W tym zbiorze oprócz liczb 1 i-l istnieja jeszcze inne elementy odwracalne, miano-
wicie (1+)12) . ( -1 +)12) = 1. Poniewaz dla kazdego naturalnego wykladnikan

(1+)12)". (-1 +y2)" = 1, wiec liczby 1, -1, ± (1+Y2)", ± (-1 +(2)" sa
elementami odwracalnymi. Mozna udowodnic, ze w rozpatrywanym przez nas
zbiorze liczb nie ma innych elementów odwracalnych. Wobec tego problem
jednoznacznosci rozkladu nie moze tu byc tak prosty, jak dla liczb calkowitych.

B



Rozwiazanie zadania M 14.
Mamy

Nalezy najpierw ustalic pojecie elementu nierozkladalnego. Oczywiscie kaMy
element odwracalny jest dzielnikiem dowolnego elementu: jesli8' 1]= 1, to
x = 8' (1]X).

Podobnie, jesliy jest dzielnikiemx, 8 jest elementem odwracalnym, to8 •Y tez
jest dzielnikiemx: przypuscmy, zex = Y' d, 8' 1]= 1, wtedyx = (8' y) . (1]. d):
Wobec tego odpowiednikiem warunku (1) bedzie:
(N) Element nieodwracalnyx jest elementem nierozkladalnym,jesli jedynymi jego
dzielnikami sa elementy odwracalne oraz wszystkie iloczyny8 • 'x, gdzie 8 jest
dowolnym elementem odwracalnym.
Przypomnijmy równiez warunek (2), za pomoca którego charakteryzowalismy
liczby pierwsze:
(P) Element nieodwracalnyx jest elementem pierwszym, jesli z faktu, zex dzieli
iloczyn y . z dwóch elementów z rozpatrywanego zbioru liczb, wynika, zex dzieli
którys z czynników tego iloczynu.
Okazuje sie, ze nie w kazdym zbiorze liczb warunki te sa równowazne; Kazdy
element pierwszy jest elementem nierozkladalnym, ale (jak wskazemy dalej
na przykladzie) element moze byc nierozkladalny, ale nie musi byc pierwszy.
Problem jednoznacznosci rozkladu mozemy sformulowac nastepujaco:
Niech P bedzie takim zbiorem liczb, ze dla kazdych elementówa, b E P suma
a+b, róznica a-b i iloczyn a' b naleza doP. Powiemy, ze wP ma miejsce
jednoznacznosc rozkladu, jesli:
(I) Kazdy element nieodwracalny jest iloczynem elementów nierozkladalnych.
(II) Jesli w pewnym rozkladzie elementua E P na iloczyn elementów nierozkladalnych
wystepuje czynnikp, to w kazdym innym rozkladziea wystepuje czynnik 8 .p,
gdzie 8 jest elementem odwracalnym.

Okazuje sie, ze w zbiorze liczba+b y2 (a, b- calkowite) obowiazuje
jednoznacznosc rozkladu w sensie powyzszego okreslenia. Dowodu tego faktu nie
bedziemy tu przytaczac.

Zupelnie inna sytuacja jest w zbiorze liczba +b -,15(a, b- calkowite). W zbiorze
tym mamy oczywiscie
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AIP2+A2P2+ ... +A2nP2 =
= (AIP2+An+lP2)+ .. 0 + (AnP2+A2nP2) =

= n· dl,
gdzie d jest srednica okregu opisanego na

wielokacie. (Wykorzystalismy tu fakt, ze kat
Ak P An+k jest prosty jako wpisany oparty na
srednicy, i zastosowalismy twierdzenie
Pitagorasa).

Czytelnik zechce sie zastanowic, czego
wystarczy zadac od wielokata zamiast jego
foremnosci, by podany dowód byl nadal
poprawny.
Czy twierdzenie podane w zadaniu pozostanie
prawdziwe, gdy bedziemy rozpatrywac
wielokaty foremne o nieparzystej liczbie

boków? Jak bedzie dla trójkata foremnego?

4 = 2· 2 = (1+ y 5) . ( - l + -,15).

Stwierdzimy, ze elementy 2, l+ y5~ -1 + -,15sa nierozkladalne w naszym zbiorze

oraz 2 nie jest iloczynem elementu 1+ -,15ani - l + y5 przez element odwracalny.
Otrzymamy w ten sposób dwa istotnie rózne (w swietle wymagan definicji rozkladu
jednoznacznego) rozklady liczby 4.

W tym celu przyporzadkujmy kazdej liczbiea+b -,15liczbe N (a+b -,15)=
= (a+b v5)· (a-lq/5) = a2-5b2, zwana norma liczbya+b ,15.Wprost
z okreslenia normy wynika, ze
a) N (a+b ,15)jest liczba calkowita,

b) N[(a+b Y5)· (c+dy5)] = N (a+b ,15). N (c+dY5).

Zauwazmy, ze norma elementu odwracalnego równa sie I lub -1, bo jesli
(a+by5)'(c+dy5) = l,to 1 = N (I) = N(a+by5)'N(c+dy5),ailoczyn

dwóch liczb calkowitych N(a+b y5) i N (c+dy5) moze byc równy 1 tylko wtedy,
gdy kazda z nich równa jest 1 lub - I.

Z drugiej strony, jesli N(a+b -,15)= ± I, to a+b y5jest elementem
odwracalnym, bo(a+b ,15). (a-b y5) = ± I.
Pokazemy, ze 2 jest elementem nierozkladalnym .

Gdyby 2 = (a+b)l5)· (c+dy5), przy czym zaden z czynników tego iloczynu

nie byl elementem odwracalnym, to 4= N (2) = N (a+b Y5)· N (c+dY5),
przy czym zadna z liczb calkowitych N(a+b ,15), N (c+d-,l5) nie równa sie 1 ani
- I. Zatem N (a+b y5) = 2 lub -2. Mamy wiec

czyli
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W zaleznosci od parzystosci liczbyb, ostatnia cyfra w rozwinieciu dziesietnym
liczby 2+5b2 jest 7 lub 2, zas liczby -- 2+ 5b2 jest 8 lub 3. Liczba 2+5b2 lub
- 2+ 5b2 musialaby byc kwadratem liczby calkowiteja, tymczasem 2, 3, 7 ani 8
nie sa ostatnimi cyframi kwadratu zadnej liczby calkowitej. Do tej sprzecznosci
doszlismy przypuszczajac, ze 2 jest elementem rozkladalnym w naszym zbiorze

liczb. Rozumowanie uzasadniajace nierozkladalnosc liczb l+ V5. - l + V5 byloby
identyczne, gdyz norma kazdej z nich wynosi -4.
Istotnie wiec 2 . 2= (l + V5) . ( -1 + v5) sa dwoma rozkladami liczby 4 na
iloczyn czynników nierozkladalnych.

Przypuscmy, ze l+ }/"S = 2· (a +b v5), gdzie a +b V5jest elementem odwracalnym.

Mielibysmy l + v"S = 2a + 2b V"S; l - 2a = (2b - l) VI Poniewaz b jest liczba

calkowita, wiec2b -1 # O. Otrzymalibysmy wiecv"S = ~;;~~ ' ale ta równosc

nie moze miec miejsca, bo V5jest liczba niewymierna, a ~;;~~ wymierna. Wobec

tego nie istnieje element odwracalnya+b V5. który spelnialby równosc 1+V5 =
= 2(a+b y"S), a to dowodzi, ze rozwazane przez nas rozklady liczby 4 na

czynniki nierozkladalne sa istotnie rózne; w zbiorze liczb{a +b V"S: a, b -
calkowite} nie ma wiec jednoznacznosci rozkladu. Mozemy teraz podac
zapowiedziany przyklad elementu nierozkladalnego, który nie jest pierwszy: jak
wynika z przeprowadzonego rozumowania, liczba 2 jest w rozpatrywanym
zbiorze elementem nierozkladalnym oraz dzieli iloczyn liczb (l+ V5) . (-1 + v5),
natomiast nie dzieli zadnego czynnika tego iloczynu.

--

B.

Rozwiazanie zadania FS
Na poczatku, dla uproszczenia, zaniedbajmy zjawisko samoindukcji. W wirujacym pierscieniu wystapi sila
elektromotoryczna indukcji 8:

1= -~
dt '

gdzie fJ) oznacza strumien ziemskiego pola magnetycznego przenikajacego w danej chwili pierscien, at oznacza czas.
Zgodnie z rysunkiem:

ttJ = Bo"na:Z·cosCl = n"a2Bocos(wt+lXo),

gdzieBo jest wartoscia poziomej skladowej indukcji ziemskiego pola magnetycznego, zasa promieniem okregu. Kat "o
jest to wartosc kata" w chwili poczatkowej - i przyjmiemy dalej jego wartosc za równa O.
W pierscieniu bedzie plynal prad o natezeniu1:

1 = ~ = SaBow sinwt
R 29 '

gdzie R oznacza opór omowy aluminium, a l! jego opór wlasciwy. Prad ten wywola dodatkowe pole magnetyczne,
w kazdej chwili prostopadle do plaszczyzny pierscienia, o wartosci w srodku pierscienia:

B = pol2;""'
Wektor B mozna rozlozyc na dwie skladowe:

Bil - wzdluz kierunku Bo i Bol - w kierunku prostopadlym doBo. Ich wartosci wynosza odpowiednio:

B PoSBow. 2 A. 2
II = 81! sm wt = Tsm wt,

. sr A
Bir = O;Bol =""2

(patrz zagadnienie napiecia i natezenia skutecznego,Fizyka dla 111 kl., str. 72).
Wypadkowe pole magnetyczne tworzy z pozioma skladowa ziemskiego pola magnetycznego kat'1':

Na wykresie obok pokazana zostala zaleznosc BiliB.l od czasu. Bil okresowo zmienia znak, natomiast B.l jest zawsze
nieujemne. Igla kompasu, jezeli w jest duze, reaguje tylko na wypadkowe pole magnetyczne usrednione w pewnym

duzym przedziale czasu. Srednie wartosci Bil iBol wynosza:

Po SBo w

41!
A=gd:i:icB PoSBoW. 2 , • 2

.l = -~ sin rot =.I"l$ln wf,

t

A

Otrzymany wynik mozna porównac z odpowiedzia na str. 3.
A jak zachowalaby sie igla, gdybysmy zwiekszali wartoscw i nie mozna by bylo zaniedbac zjawiska samoindukcji?
Dyskusja tej sytuacji znajduje sie na str. 3.

Po Sw

(.) '1' = arctg -----se'
U waga: Wynik nie zalezy od promienia a pierscienia. Dla oceny wartosci rp przyjmijmy wartosci:

I
s,.

Sol

Bo

~

s = 10 mm2; Po = 41tl0-1 NA> l! = 2·8· 1O-"Dm; w = 21t·50.-'.
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