Liczba pierwsza a nierozkladalna
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Co nowego mozna doda¢ o rozkladzie na czynniki? Przeciez wszyscy tak dobrze
wiedza, o co chodzi, przeciez juz dzieci z powszechniaka wiedza, ze 4 = 2+ 2,

6 = 2- 3, a pig¢ si¢ nie rozklada. A moze jednak warto chwilg sie nad tym
zastanowi¢, przypomnieé, co i na co rozkladamy.

Wszystkie dziatania i zwiazki, ktére tu przypomnimy, dotycza liczb catkowitych.
StwierdziliSmy przed chwila, Ze pigé si¢ nie rozklada, a przeciez 5 =15 =

= (—=1)* (—=5). Musimy wiec te rozklady uznaé za nieistotne. Eatwo wyja$nimy,
dlaczego. Kazda liczbg calkowita n mozna zapisaé w postacin = 1- n, przy czym
jedynka wystepujaca w iloczynie nic nie znaczy, mozna jg pominaé. Trochg inaczej
jest z liczbg — 1, ale poniewaz (—1): (—1) = 1, wiecn = (—=1)- (—=n) =

= (=1)* (=1)-n, a zatem znéw —1 niewiele znaczy w tym iloczynie, bo czynnik
n pozostaje nie zmieniony. A wigc tak naprawde nie chodzi nam o dostowna,
absolutng nierozkladalnos¢ liczby 5; przez nierozktadalno$é liczby 5 rozumiemy to,
ze w kazdym przedstawieniu 5 w postaci iloczynu liczb calkowitych musi wystapi¢
czynnik 5 lub —35. Liczby wyréznione przez podobna wlasno$é nazywamy liczbami
nierozkladalnymi lub pierwszymi. Dokladniej: liczbg catkowitg n rézng od 0,1, —1
nazywamy liczbg pierwsza,

(1) jesli jedynymi jej dzielnikami sa liczby 1, —1, n, —n.

Warunek ten mozna réwniez sformutowa¢ nastgpujaco:
(2) jedli liczba n dzieli iloczyn liczb catkowitych k * I, to n dzieli k lub n dzieli /.

(Czytelnik z pewnoscia udowodni réwnowazno$é tych warunkéw.) Dobrze znane
twierdzenie z arytmetyki liczb catkowitych glosi, ze kazda liczbe catkowita mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych, przy czym rozklad taki jest
jednoznaczny z dokladnoscia do znakéw poszczegdlnych czynnikéw oraz ich
porzadku. Inaczej méwiac: kazde dwa rozklady tej samej liczby catkowitej na
iloczyn liczb pierwszych moga co najwyzej rézni¢ si¢ porzadkiem czynnikéw oraz
znakami poszczeg6lnych czynnikéw. Jest rzecza jasna, Ze takie réZnice sa nieistotne,
a z drugiej strony niemozliwe do unikniecia, mnozenie liczb catkowitych jest
bowiem przemienne, wigc porzadek czynnikéw w kazdym iloczynie jest dowolny,
ak-l= (—k)- (=) dla dowolnych czynnikéw k, I catkowitych. Ostatni
argument pozwala zwréci€ uwage na szczegdlng role liczb 11 —1 w zbiorze liczb
catkowitych. Zauwazmy, Ze sa to jedyne liczby n spelniajace w zbiorze liczb
catkowitych warunek

(3) dla n istnieje m, takieze n-m = 1.

Elementy spelniajace w pewnym zbiorze liczbowym warunek (3) nazywamy
elementami odwracalnymi. Sprébujmy zbada¢ omawiane wyzej pojecia w innych
zbiorach liczbowych. Ograniczymy sig tylko do takich zbioréw, w ktérych dla
kazdych dwéch elementéw istnieje ich suma, réznica i iloczyn. Jednym z takich

zbioréw jest zbidr liczb wymiernych. Kazda rézna od zera liczba wymierna % Jest

elementem odwracalnym: %- % = 1, a kazda liczbe wymierna mozna podzieli¢
przez kazda rézng od zera liczb¢ wymierng. Z tego powodu warunki (1) oraz (2)
trywializujg si¢ i dalsze proby rozwijania teorii jednoznacznoéci rozktadu nie
doprowadza do ciekawych wynikéw.

Rozpatrzmy teraz zbidr liczb postaci a+b /2, gdzie a, b sa liczbami calkowitymi.
W tym zbiorze oprécz liczb 1 i — 1 istnieja jeszcze inne elementy odwracalne, miano-
wicie (1+)/2) (—1+)/2) = 1. Poniewaz dla kazdego naturalnego wykladnika »
(1+yY2" (=14y2)" = 1, wigc liczby 1, —1, + (1 +Y2)", +(—1+V 2’ sa
elementami odwracalnymi. Mozna udowodnié, Ze w rozpatrywanym przez nas
zbiorze liczb nie ma innych elementéw odwracalnych. Wobec tego problem
jednoznacznoécei rozktadu nie moze tu byé tak prosty, jak dla liczb calkowitych.



Rozwiazanie zadania M 14.
Mamy

A\ Pip A P24 . + Agg P2 =

= (A P24+ Ap s P+ ... +(AnP3 + AgpP3) =
= n- d3,

gdzie 4 jest frednicy okregu opisanego na

wiclokacie. (Wykorzystalismy tu fakt, ze kat

Ak P Ap,k jest prosty jako wpisany oparty na

srednicy, i zastosowali$my twierdzenie

Pitagorasa).

Ank

Czytelnik zechce sig zastanowié, czego
wystarczy zgdaé od wiclokgta zamiast jego
foremnosci, by podany dowéd byl nadal
poprawny.

Czy twierdzenie podane w zadaniu pozostanie
prawdziwe, gdy bedziemy rozpatrywacé

wielokgty foremne o nieparzystej liczbie
bokdw? Jak bedzie dla trdjkata foremnego?

Nalezy najpierw ustali¢ pojecie elementu nierozkladalnego. Oczywiscie kazdy
element odwracalny jest dzielnikiem dowolnego elementu: jesli e- % = 1, to
x=e (nx). -

Podobnie, jesli y jest dzielnikiem x, & jest elementem odwracalnym, to £ y tez
Jest dzielnikiem x: przypusémy, ze x = y-d, -9 = 1, wtedy x = (- y) - (- d).
Wobec tego odpowiednikiem warunku (1) bedzie:

(N) Element nieodwracalny x jest elementem nierozktadalnym, jeéli jedynymi jego
dzielnikami s3 elementy odwracalne oraz wszystkie iloczyny & - x, gdzie & jest
dowolnym elementem odwracalnym.

Przypomnijmy réwniez warunek (2), za pomocg ktorego charakteryzowaliSmy
liczby pierwsze:

(P) Element nieodwracalny x jest elementem pierwszym, jesli z faktu, Ze x dzieli
iloczyn y - z dwéch elementéw z rozpatrywanego zbioru liczb, wynika, ze x dzieli
ktory$ z czynnikdw tego iloczynu.

Okazuje sig, ze nie w kazdym zbiorze liczb warunki te s réwnowazne: Kazdy
element pierwszy jest elementem nierozkiadalnym, ale (jak wskazemy dalej

na przykladzie) element moze by¢ nierozkladalny, ale nie musi by¢ pierwszy.
Problem jednoznacznosci rozkiadu mozemy sformutowac nastepujgco:

Niech P bedzie takim zbiorem liczb, Zze dla kazdych elementdw a, b € P suma
a+b, réznica a—b i iloczyn a- b naleza do P. Powiemy, Zze w P ma miejsce
jednoznacznosé rozkladu, jesli:

(I) Kazdy element nieodwracalny jest iloczynem elementéw nierozkladalnych.

(II) Jesli w pewnym rozkladzie elementu a € P na iloczyn elementéw nierozkladalnych
wystepuje czynnik p, to w kazdym innym rozkladzie @ wystgpuje czynnik & - p,
gdzie ¢ jest elementem odwracalnym.

Okazuje sig, Ze w zbiorze liczb a+b ]/ 2 (a, b — catkowite) obowiazuje
jednoznaczno$é rozkladu w sensie powyzszego okreslenia. Dowodu tego faktu nie
bedziemy tu przytaczac.

Zupelnie inna sytuacja jest w zbiorze liczb a+b ]/ 5 (a, b — catkowite). W zbiorze
tym mamy oczywiscie

4=2-2=Q10+y5 (-1+V5).

Stwierdzimy, Ze elementy 2, 1+ /5, —1+ /5 sa nierozkladalne w naszym zbiorze
oraz 2 nie jest iloczynem elementu 1+ /5 ani —1+ /5 przez element odwracalny.
Otrzymamy w ten sposéb dwa istotnie rézne (w §wietle wymagan definicji rozkladu
Jjednoznacznego) rozklady liczby 4.
W tym celu przyporzadkujmy kazdej liczbie a+b /5 liczbg N (a+b/5) =
= (@a+by5) (a—b }/5) = a*—5b2, zwana norma liczby a+b /5. Wprost
z okreslenia normy wynika, Ze
a) N (a+b J/5) jest liczba catkowita,
b) N[(@a+bV/5)" (c+dy/5)] = N(a+b}/5): N (c+d}/5).
Zauwazmy, ze norma elementu odwracalnego réwna si¢ 1 lub —1, bo jesli
(@+by3)- (c+dy5) =1,t01 =N (1) = N(a+by/5) N (c+dy/5), a iloczyn
dwdch liczb catkowitych N (a+5/5) i N (c+d}/5) moze by¢ réwny 1 tylko wtedy,
gdy kazda z nich réwna jest 1 lub —1.
Z drugiej strony, je§li N (@a+b}/5) = +1,to a+b V5 jest elementem
odwracalnym, bo (a+b/5)- (a—b}/5) = +1.
Pokazemy, Ze 2 jest elementem nierozkiadalnym .
Gdyby 2 = (a+b}/5) " (c+dV/5), przy czym zaden z czynnikéw tego iloczynu
nie byt elementem odwracalnym, to 4 = N (2) = N (a+b/5)* N (c+d}/5),
przy czym Zadna z liczb catkowitych N (a+b/5), N (c+d ]/ 5) nie réwna si¢ 1 ani
—1. Zatem N {(@+b/5) = 2 lub —2. Mamy wiec

a*—5b? = 2

lub a*-5b2 = -2,

czyli

a* =2+4+5* lub a® = —2+5b%



W zaleznosci od parzystosci liczby b, ostatnia cyfra w rozwinigciu dziesigtnym
liczby 2+ 5b2 jest 7 lub 2, za$ liczby —2 +5b2 jest 8 lub 3. Liczba 2 +5b* lub
—2+5b* musiataby by¢ kwadratem liczby catkowitej a, tymczasem 2, 3, 7 ani 8
nie sg ostatnimi cyframi kwadratu zadnej liczby catkowitej. Do tej sprzecznosci
doszliSmy przypuszczajac, ze 2 jest elementem rozkladalnym w naszym zbiorze
liczb. Rozumowanie uzasadniajace nierozkladalnoéé liczb 1+ J/5, — 1+ /5 byloby
identyczne, gdyz norma kazdej z nich wynosi —4.
Istotnie wigc 2+ 2 = (14 ¥/5)- (—1+ y/5) sa dwoma rozktadami liczby 4 na
iloczyn czynnikéw nierozkladalnych.
Przypusémy, ze 1+ }"57 =2-(a+b |/ 5), gdzie a+b /5 jest elementem odwracalnym.
Mieliby$my 1+ /5 = 2a+2b/5; 1—-2a = (2b—1) y/5. Poniewaz b jest liczba
catkowita, wigc 26—1 # 0. Otrzymalibysmy wigc J/5 = %b_i‘;’ ale ta réwnos$é
2b—1
tego nie istnieje element odwracalny a+b ]/E, ktory spelniatby réwnosc 1 + |/ 5=
= 2(a+b ]/5), a to dowodzi, ze rozwazane przez nas rozktady liczby 4 na
czynniki nierozkladalne sa istotnie rézne; w zbiorze liczb {a+b}/'5: a, b —
catkowite} nie ma wiec jednoznacznosci rozkladu. Mozemy teraz podaé
zapowiedziany przyklad elementu nierozkladalnego, ktdry nie jest pierwszy: jak
wynika z przeprowadzonego rozumowania, liczba 2 jest w rozpatrywanym
zbiorze elementem nierozktadalnym oraz dzieli iloczyn liczb (1+ J/5)- (=14 /5),
natomiast nie dzieli Zadnego czynnika tego iloczynu.

Rozwigzanic zadania F§
Na poczgtiku, dia uproszczenia, zaniedbajmy zjawisko samoindukcji. W wirujgcym piericieniu wystapi sila
elektromotoryczna indukcji £

nie moze mie¢ miejsca, bo /5 jest liczba niewymierna, a wymierng. Wobec

do
= - —,
e
gdzie @ oznacza strumien ziemskiego pola magnetycznego przenikajgcego w danej chwili piericied, a ¢ oznacza czas,
Zgodnie z rysunkiem:
@ = By- ng?-cosax = 7 a?Bycos (wl+ ag),
gdzie B, jest wartoicig poziomej skladowej indukcji ziemskiego pola magnetycznego, zad a promieniem okregu. Kat ag
jest to wartoié kata @ w chwili poczatkowej — i przyjmiemy dalej jego wartodé za réwng 0.
W piericieniu bgdzie plyng! prad o natgzeniu It
& SaBgw

I= = z—psmmt.

gdzie R oznacza opdr omowy aluminium, a g jego opdr wlasciwy. Prad ten wywola dodatkowe pole magnetyczne,
w kazdej chwili prostopadie do plaszczyzny piericienia, o wartosci w srodku pierscienia:

pol
B= ——.
20
Wektor B moizna rozlozyé na dwie skladowe:
B|| — wadluz kierunku By i By —w kierunku prostopadlym do B,. Ich wartoéci wynosza odpowiednio:

SB A .
B“ = ] coiide ol s‘;m sin2of = =% sin 2w,
SB
B, = —""Siﬂ sinfot = Asin‘ot, gdzie A = —‘-'f"—fa-i'i.

Na wykresie obok pokazana zostala zaleinodc Bul i B.L od czasu. Bi[ okresowo zmienia znak, natomiast B 1 jest zawsze
nieujemne, Igha kompasu, jeteli o jest duge, reaguje tylko na wypadkowe pole magnetyczne uirednione w pewnym
duzym przedziale czasu. Srednie wartosci B| i B, wynosza:

Sr ir A
B =10; B.l. >
(patrz zagadnieni piecia i natgzenia skutecznego, Firyka dia 111 kl., str. 72).
Wypadkowe pole magnetyczne tworzy z pozioma skladowg zi kicgo pola ycznego kat ¢:
Jio Sw

(#) ¢ = arctg -
Uwaga: Wynik nie zalety od promienia a piericienia. Dla oceny wartosci ¢ przyjmijmy wartosci:

N

S=10mm?;: pg= 4nl0-7 pE

e=2-8-10""0m; w=2n-50s-",

Otrzymany wynik moina pordwnaé z odpowiedzig na str. 3,
A jak zachowalaby si¢ igla, gdybysmy zwickszali wartosé w i nie moina by bylo zaniedbaé zjawiska samoindukeji?
Dyskusja tej sytuacji znajduje si¢ na str, 3.



