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Rysunek 1 przedstawia wykres funkcji
y = r(x), czyli skladnik szeregu, definiujace-
go funkcj~ V(x), odpowiadajacy n = O.

Rysunek 2 przedstawia wykres funkcji
y = 4-1r(4x) , czyli skladnik tego szeregu,
odpowiadajacy n= l. Ogólnie, wykres
(n+ l)-ego wyrazu tego szeregu, otrzymuje
sie z wykresu n-tego wyrazu tego szeregu
w taki sam sposób. w jaki wykres na
rysunku 2 otrzymano z wykresu na rysunku 1,
tzn. przez czterokrotne zmniejszenie w
kierunku pionowym i czterokrotne

zageszczenie w kierunku poziomym.

Mówimy, ze podzbiór Z zbioru liczb
rzeczywistych jest miary zero, jesli dla
dowolnej liczby. > O istnieje taki skonczony
lub nieskonczony ciag przedzialów

(a,; b,), (a2; b2), (a3; b3),... ,

ze spelnione sa nastepujace warunki:
l) Ciag ten pokrywa zbiórZ, tzn. dla
dowolnej liczbyx ze zbioruZ istnieje liczba
naturalna n taka, ze x nalezy do przedzialu
(an; bn).

2) Laczna suma dlugosci tych przedzialów
jest mniejsza od ~, czyli

(b,-al)+(b2-a2)+(b3-a3)+ .•. < '.
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Dnia 1 kwietnia odbyl sie w Warszawie wszechswiatowy zjazd Stowarzyszenia
Ciaglych Funkcji Rzeczywistych Zmiennej Rzeczywistej (w skrócieSCFRZR),
poswiecony palacym zagadnieniom teorii rózniczkowalnosci. Zjazd
obradowal w Przestrzeni Funkcji Mierzalnych przy Wydziale Pierwszej Pochodnej
Uniwersytetu Matematyki. Przewodniczyla Funkcja Identycznosciowal,
zdefiniowana wzorem

lex) = x
dla kazdej liczby rzeczywistejx.

Sekretarzowaly FUnlccjeStale. W zjezdzie wziely udzial delegacje bratnich
st.owarzyszen Funkcji Mierzalnych oraz Ciaglych Furtkcji Rzeczywistych Wielu
Zmiennych, a takze Organizacji Funkcji Nieci4glych. Koszty Zjazdu
zostaly pokryte z Funduszu Wyobrazni Matematycznej.
W dyskusji nad aktualnymi zagadnieniami teorii rózniczkowalnosci funkcji ciaglych
jako pierwsza zabrala glos Funkcja van der WaerdenaV, zdefiniowana wzorem

00

V(x) = 2; 4-lir(4nxJ,
';=0

gdzie rex) oznacza odleglosc liczby rzeczywistejx od najblizszej liczby calkowitej.
Funkcja V z ubolewaniem przyznala sie, ze nie posiada pochodnej w zadnym
punkcie. W goracych slowach scharakteryzowala trudna sytuacje rachunkowa
ciaglych funkcji nigdzie nie rózniczkowalnych. Zwrócila uwage na
niebezpieczenstwo istnienia takich funkcji w obecnej dobie komputeryzacji.
Zlecenie komputerowi obliczenia pochodnej funkcji nigdzie nie rózniczkowalnej
moze doprowadzic do zniszczenia komputera, który jest przeciez kosztownym
przyrzadem.
Nastepnie zabrala glos Funkcja WeierstrassaW,zdefiniowana wzorem

00

W(x) = ~ an cosknx~ '
n=O

gdzie a jest liczba rzeczywista,k jest nieparzysta liczba naturalna oraz

O < a < 1 i ak ~ 6.

Oswiadczyla ona, ze równiez nie posiada pochodnej w zadnym punkcie, a sytuacja
jej jest jeszcze gorsza niz Funkcji van der Waerdena. Poszczególne skladniki
szeregu definiujacego funkcjeV maja ksztalt pily, której zeby maleja i równoczesnie
zageszczaja sie, gdyn dazy do nieskonczonosci. W punktach katowych
pily pochodna oczywiscie nie istnieje. Mozna jakos pogodzic sie z faktem, ze
wskutek takiej zebatej konstrukcji w sumie otrzymuje sie cos bardzo

chropowatego, co - wskutek zageszczania osobliwosci - w kazdym punkcie jest
pozbawione stycznej. Zupelnie inna jest sytuacja Funkcji WeierstrassaW,
jest ona bowiem okreslona szybko zbieznym szeregiem, którego wyrazy sa
pomnozonymi przez stale funkcjami trygonometrycznymi, a wiec funkcjami
o wysmienitych wlasnosciach rózpiczkowych. Z pozoru wydaje sie, ze funkcjaW
musi byc nie mniej gladka i pozbawiona chropowatosci jak funkcje
trygonometryczne. Niestety, rzeczywistosc przeczy przypuszczeniom opartym na
intuicji. Z zewnatrz funkcjaW wydaje sie piekna, lecz wewnatrz jest
odrazajaca, po prostu próchno. Wystarczy spróbowac zrózniczkowac ja wyraz za
wyrazem - od razu rozpada sie na poszczególne skladniki, tzn. szereg staje sie
rozbiezny ..
Delegatka ze Stowarzyszenia Funkcji Mierzalnych zwrócila uwage, ze sytuacja jest
równiez fatalna, jesli zawezic rozwazania do funkcji rózniczkowalnych
prawie wszedzie, to znaczy w kazdym punkcie z wyjatkiem bardzo malego zbioru
punktów, tzw. zbioru miary zero. Takie funkcje nie sa nawet wyznaczone



z dokladnoscia do stalej przez swoje pochodne. Za przyklad moze sluzyc Funkcja C
Cantora, tzn. jedyna funkcja ciagla C na odcinku<O; l), spelniajaca nastepujace
tozsamosci:

dla kazdegox z tego przedzialu. Funkcja ta jest ciagla, niemalejaca, rózna od
stalej, boC(O) = O i C(1) = 1, a pochodna jej jest prawie wszedzie równa
zeru, mianowicie wszedzie, z wyjatkiem punktów zbioru Cantora, który jest
zbiorem miary zero. Obecna na sali obrad Funkcja Cantora szczerze przyznala sie

(2 x) 1 1C - + - = - + - C(x)3 3 2 2C ( ~ ) = ~ C(x),

•
bn = Xn+ 2n+2'

Wazne w tej definicji jest to. ze liczba« moze

byc dowolnie mala. tzn. dowolnie bliska
zeru.

Na przyklad kazdy zbiór skonczony jest
miary zero. Ogólniej: kazdy zbiór

przeliczalny

Z = {X"X2.X •... }

(tzn. zbiór, którego wszystkie elementy mozna
ponumerowac kolejnymi liczbami naturalnymi)

ma miare zero. Aby sie o tym przekonac,
nalezy przyjac dla danej liczby. > O

Istnieja zbiory nieprzeliczalne miary zero.

Zaden przedzial nie jest zbiorem miary zero.
Funkcje Cantora C(x) mozna inaczej

zdefiniowac jak nastepuje. Jeslix nalezy do

zbioru Cantora C, tzn. jest postaci (1), to

(1) do swych wad, w szczególnosci do symulowania funkcji stalej przy
rózniczkowaniu.

Delegatka Organizacji Funkcji Nieciaglych, Funkcja Haeviside'aH, zdefiniowana
.vzorem

U(x, y) = F(x)+F(y),

gdzie F E SCFRZR jest jakakolwiek funkcja nie majaca pochodnej w zadnym
punkcie, Jesli rózniczkowac funkcjeU tylko raz, ze wzgledu na jedna ze
zmiennych x lub y, rózniczkowanie nie jest wykonalne. Natomiast wszystko
wskazuje na to, ze za wynik rózniczkowania dwukrotnego, raz ze wzgledu na jedna
zmienna, a potem ze wzgledu na pozostala zmienna, nalezy uznac funkcje
równa tozsamosciowo zeru!

x

y=H(x)

y
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al a2 D]
(2) C(x) = """"2+ 22 + 23 + ....

Jesli (a; b) jest przedzialem przyleglym do C.

to a i b naleza do C. liczby C(a) i C(b)
sa wiec zdefiniowane wzorem (2). Dowodzi

sie, ze C(a) = C(b). Przyjmujemy

(3) C(x) = C(a) = C(b) dla kazdego

x z przedzialu (a; b).
Poniewaz kaZdy punkt przedzialu (O; I) albo

nalezy do C. albo nalezy do dokladnie

jednego przedzialu przyleglego do C, wzory

(2) i (3) definiuja funkcje C na calym

przedziale. Z (3) wynika. ze funkcja C jest

stala na kaZdym przedziale przyleglym do C.

Rysunek 4 pokazuje, jak wyglada wykres

funkcji Cna przedzialach przyleglych doC,

x> O,

x~O

Funkcja Haeviside'a

gdy
gdy{l,H(x) = O,

Rys. 4

wyrazila poglad, ze równie katastrofalna jest sytuacja w dziedzinie najprostszych
funkcji nieciaglych. Ona sama ma wprawdzie pochodna równa zeru
w kazdym punkciex =1= O, ale marzy o tym, by miec pochodna pierwszego rzedu
okreslona wszedzie. Niestety przy próbach rózniczkowania w punkcieO czuje
silny ból dazacy tak szybko do+ 00, ze musi je przerwac i pogodzic sie z losem.
Delegatka Stowarzyszenia Ciaglych Funkcji Rzeczywistych Wi'elu Zmiennych
poruszyla trudnosci zwiazane z wielokrotnym rózniczkowaniem. Dla funkcji
jednej zmiennej jest jeszcze jako tako: jesli funkcjaf ma zdefiniowana pochodna
rzedu m, to ma takze dobrze ofreslone i ciagle wszystkie pochodne
mniejszych rzedów. Inaczej jest w dziedzinie funkcji dwu zmiennych. Rozwazmy
na przyklad funkcje

Zbiór Cantora C jest zbiorem wszystkich
liczb rzeczywistych x postaci

2a, 2a2 2a.
x = -3- + 3> + Ji- + ...•

c._

gdzie an = O lub I dla kaZdego n. Jeszcze

inaczej moze byc okreslony jako czesc

wspólna zbiorów Co, Cl, Cl •... t

zdefiniowanych indukcyjnie jak nastepuje:

Co jest odcinkiem (O; I). Zbiór Cn jest

suma 2n rozlacznych przedzialów

domknietych o dlugosci ~ kazdy. Dzielac
3n

kazdy z tych odcinków na trzy czesci o równej

dlugosci i usuwajac z kazdego z nich srodkowy

otwarty przedzial otrzymujemy 2n+1
przedzialów domknietych, których suma jest

Cn+ l' Rysunek 3 podaje konstrukcje

zbiorów Co. Cit el• C3• Usuwane

przedzialy otwarte nosza nazwe przedzialów
przyleglych do zbioru Cantora.

Zbiór Cantora jest przykladem

nieprzeliczalnego zbioru miary zero.

Rozwiazanie zadania M12.

Takimi szescioma punktami sa wierzcholki

pieciokata foremnego i jego srodek (to znaczy

srodek okregu opisanego na nim). Jezeli

jeden z wierzcholków trójkata lezy w srodku

pieciokata. to dwa boki trójkata sa równe

promieniowi okregu opisanego na pieciokacie.

jezeli zas kazdy wierzcholek trójkata jest

wierzcholkiem pieciokata, to jest oczywiste.'
ze trójkat jest równoramienny.

Uwaga: Czytelnik zechce sie zastanowic. czy

istnieje na plaszczyznie siedem punktów
o tej wlasnosci.

Ct

C. _
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II- gl = kres górny zbioru liczb postaci
I/(x)- g (x)l. gdziex najezy do dziedziny
(unkcji/i g.

Inni mówcy wskazali na niebezpieczenstwo istnienia wSCFRZR tak licznych
funkcji bez pochodnej w zadnym punkcie. Zbiór tych zlych funkcji jest
gesty w Stowarzyszeniu: dla kazdej funkcjif E SCFRZR i dowolnej liczby e > O

istnieje taka funkcjag E SCFRZR nigdzie nie rózniczkowalna, ze

If-gl < e.

Funkcje bez pochodnej w zadnym punkcie doslownie oblepiaja wszystkie inne
funkcje, nawet te o pieknych tradycjach rózniczkowych, jak funkcje rózniczkowalne
nieskonczenie wiele razy i - jeszcze lepsze od nich - funkcje analityczne.
Dobre funkcje zarazaja sie od funkcji nigdzie nie rózniczkowalnych ich
zlymi manierami. Tak wielka liczebnosc tych funkcji moze doprowadzic do inflacji
w przestrzeni funkcji ciaglych. W wyniku dyskusji postanowiono rozpisac
konkurs na taka reforme teorii rózniczkowalnosci, by kazda funkcjaf E SCFRZR
miala pochodne wszystkich rzedów. Koszty reformy pokryje Fundusz
Wyobrazni Matematycznej.

R.S.

Aktualnosci podstaw matematyki

--
Rozwiazanie zadania F4.
Po zarnkni"ciu kluczaK h.,dzie plynal w
obwodzie prad do chwili wyrównania si"
napi.,t kondensatorów. W tym momencie
ladunek znajdujacy si" poczatkowo w
pierwszym kondensatorze(qo = C,' Uo).
rozdzieli sie na dwa kondensatory:

C,Uo = (C,+C,)U,
gdzie Uo - poczatkowe napi'<Ciena pierwszym
kondensatorze.U - napi'<Ciena kondensa.
torach po wyrównaniu si" potencjalów.

Energia poczatkowa ukladu wynosi:

c,ut
Eo = -2--'

energia koncowa ukladu wynosi:

2 2

E= (C,+C,)U' = C1UO_.
2 2(C, + C,)

Zgodnie z zasada zachowania energii, ilosc
ciepla, jaka wydzieli si" na oporniku podczas
calego procesu wyrównywania si" napi.,t.
h.,dzie równa:

Q = Eo-E = -.!..- C,, C, ug.
2 C,+C,

Zgodnie z warunkami zadania

I . C
Q = lEo. zatem C,= ,.

Ilosc ciepla wydzielona na oporniku R nie
zalezy od jego oporu. JezeliC, = C" warunki
zadania sa spelnione przy dowolnej wartosci R.
Kondensatory produkcji przemyslowej
oznaczane sa symbolami barwnymi. róznymi
dla róznych wartosci pojemnosci.

Kondensatory o jednakowych pojemnosciach
beda oznaczone tymi samymi kolorami.

Pierwsze pytanie zadania pozostaje wiec bez
odpowiedzi, na drugie odpowiedz
jest jednoznaczna.

1&

Celem tego artykulu jest przedstawienie glównych kierunków rozwoju podstaw
matematyki, glównie teorii mnogosci. Obiektami tej teorii w ujeciu von Neumanna
sa klasy, wsród których wyróznia sie klasy wlasciwe oraz zbiory. Podejscie
to, jakkolwiek stanowiace postep w stosunku do klasycznej teorii
Zermelo-Fraenkla, jest obecnie niewystarczajace. Wspólczesnie przyjmuje sie
istnienie róznego rodzaju przynaleznosci do zbioru. Podstawowym pojeciem jest tu
przynaleznosc czesciowa, tzw. "slabe bycie elementem" czy tez "fragmentaryczne
nalezenie do zbioru". Pojecie to opiera sie, jak latwo zauwazyc, o bardzo
naturalne intuicje. Przykladowo: w wielu organizacjach obserwujemy podzial
czlonków na aktywnych i ideowych z jednej strony, a biernych
i konformistycznych z drugiej. Ci pierwsi reprezentuja tradycyjnie rozumiane
pojecie nalezenia, podczas gdy drudzy - wlasnie slabe. Oczywiscie intuicje te sa
odpowiednio uscislone i zaksjomatyzowane. Przytoczmy podstawowy pewnik:
Istnieja takiex, A, B, ze x rj; A i x rj; B i x E A u B, czyli x nie jest elementem
ani A, ani B, natomiast jest elementem sumy tych zbiorów. Staje sie on bardziej
zrozumialy po wprowadzeniu pojecia zbioru pustawego, mianowicie:A jest
pustawy, gdy kazdy element nalezy do niego co najwyzej fragmentarycznie.
Przynaleznosc fragmentaryczna zapisuje sie symbolicznie:x Er A (z angielskiego
feeble E - slabo nalezy). Przytoczony aksjomat mówi zatem, ze istnieja zbiory
pustawe, których suma nie jest pustawa. Sytuacja taka, intuicyjnie biorac,
zdarza sie wtedy, kiedyx nie nalezy wprawdzie ani doA, ani do B, lecz nalezy
fragmentarycznie do obu tych zbiorów w taki sposób, ze jedna jego czesc lezy
w zbiorzeA, druga wB, a obie razem stanowia juz caly elementx.
Symbolem Op(A) oznaczamy zbiór elementów czesciowo nalezacych doA, tzw.
zbiór elementów oportunistycznych wzgledemA. Badania wykazaly, ze
elementy zbioru sa na ogól oportunistyczne, dokladniejsze jednak zrozumienie
tego faktu wymaga znajomosci systemów logicznych odmiennych od logiki
dwuwartosciowej. Systemy te przezywaja obecnie bujny rozkwit. Wspomniec tu
nalezy przede wszystkim o pracy L A. TrieszczininaSome resu/ts of zerovalues

logics - podstawowej monografii z dziedziny logiki zerowartosciowej (tzw.
bezwartosciowej). W wielu osrodkach trwaja badania nad ujemnowartosciowymi
logikami. Zadaniem przyszlosci jest stworzenie syntetycznej teorii, sumujacej
osiagniecia wymienionych kierunków.

P.T.


