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Rysunek | przedstawia wykres funkcji

¥ = r(x), czyli skladnik szercgu, definiujace-

go funkcje F(x), odpowiadajgcy n = 0.
Rysunck 2 przedstawia wykres funkcji

¥ = 4=1r(4x), czyli skladnik tego szeregu,
odpowiadajicy n=1. Ogdlnie, wykres

(n+ I)}-ego wyrazu tego szeregu, olrzymuje
sic z wykresu p-lego wyrazuo lego szeregu
w taki sam sposdb. w jaki wykres na

rysunku 2 otrzymano z wykresu na rysunku 1,

zn. przez czlerokrolne zmniejszenie w
kierunku pionowym i czterokrotne

zageszczenie w kierunku poziomym.

Moéwimy, 2e podzbidr Z zbioru liczb
rzeczywistych jest miary zero, jesli dla
dowolnej liczby & > 0 istnieje taki skonczony

lub nieskoficzony cigg przedzialéw
(ay i by), (@a i ba), (@37 ba), ...
#e spelnione s§ nastgpujgce warunki:

1) Cigg ten pokrywa zbidr Z, tzn. dia
dowolnej liczby x ze zbioru Z istnieje liczba

naturalna n taka, 2e x nalety do przedzialu
(an; bn).
2) Lagczna suma dlugosci tych przedzialéw

jest mnicisza od e, czyli

(by—a))+(by—ax)+(bs—as)+ .

L

Dnia 1 kwietnia odbyl si¢ w Warszawie wszech§wiatowy zjazd Stowarzyszenia
Ciagtych Funkcji Rzeczywistych Zmiennej Rzeczywistej (w skrocie SCFRZR),
poéwigcony palacym zagadnieniom teorii rézniczkowalno$ci. Zjazd
obradowat w Przestrzeni Funkcji Mierzalnych przy Wydziale Pierwszej Pochodne;
Uniwersytetu Matematyki. Przewodniczyta Funkcja Identycznosciowa I,
zdefiniowana wzorem

I(x) = x
dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Sekretarzowaly Funkcje State. W zjezdzie wzigly udziat delegacje bratnich
stowarzyszefi Funkcji Mierzalnych oraz Ciagtych Futkeji Rzeczywistych Wielu
Zmiennych, a takze Organizacji Funkcji Nieciaglych. Koszty Zjazdu
zostaly pokryte z Funduszu Wyobrazni Matematycznej.
W dyskusji nad aktualnymi zagadnieniami teorii rézniczkowalnosci funkcji ciaglych
jako pierwsza zabrata gtos Funkcja van der Waerdena V, zdefiniowana wzorem

V(x) = Z 4-"r(4"x),
n=20

gdzie r(x) oznacza odlegto$é liczby rzeczywistej x od najblizszej liczby catkowite;.
Funkcja V z ubolewaniem przyznala sig, Ze nie posiada pochodnej w Zadnym
punkcie. W goracych stowach scharakteryzowata trudng sytuacje rachunkowa
ciggtych funkcji nigdzie nie rézniczkowalnych. Zwrécita uwage na
niebezpieczefstwo istnienia takich funkcji w obecnej dobie komputeryzacji.
Zlecenie komputerowi obliczenia pochodnej funkcji nigdzie nie rézniczkowalnej
moze doprowadzi¢ do zniszczenia komputera, ktory jest przeciez kosztownym
przyrzadem.
Nastepnie zabrala glos Funkcja Weierstrassa W, zdefiniowana wzorem

Wi(x) = 2 a"cos k"x,

n=0

gdzie a jest liczbg rzeczywista, k jest nieparzysta liczba naturalng oraz

O<a<l1l i ak>=6.
Oéwiadezyla ona, Ze réwniez nie posiada pochodnej w zadnym punkcie, a sytuacja
jej jest jeszcze gorsza niz Funkcji van der Waerdena. Poszczegélne skladniki
szeregu definiujacego funkcj¢ ¥ majg ksztalt pily, ktérej zgby maleja i réwnocze$nie
zageszczaja sig, gdy # dazy do nieskonczonosci. W punktach katowych
pily pochodna oczywiscie nie istnieje. Mozna jako$ pogodzié sie z faktem, ze
wskutek takiej zgbatej konstrukcji w sumie otrzymuje si¢ co§ bardzo
chropowatego, co — wskutek zageszczania osobliwo$ci — w kazdym punkcie jest
pozbawione stycznej. Zupelnie inna jest sytuacja Funkcji Weierstrassa W,
jest ona bowiem okreSlona szybko zbieznym szeregiem, ktdrego wyrazy sa
pomnozonymi przez state funkcjami trygonometrycznymi, a wiec funkcjami
o wy$mienitych wlasno$ciach rézniczkowych. Z pozoru wydaje sig, Ze funkcja W
musi by¢ nie mniej gladka i pozbawiona chropowatosci jak funkcije
trygonometryczne. Niestety, rzeczywisto$¢ przeczy przypuszczeniom opartym na
intuicji. Z zewnatrz funkcja W wydaje si¢ pigkna, lecz wewnatrz jest
odrazajaca, po prostu préchno. Wystarczy sprébowaé zrézniczkowaé ja wyraz za
wyrazem — od razu rozpada si¢ na poszczegélne skladniki, tzn. szereg staje sie
rozbiezny.
Delegatka ze Stowarzyszenia Funkcji Mierzalnych zwrécita uwagg, Ze sytuacja jest
réwniez fatalna, jesli zawezi¢ rozwazania do funkeji rézniczkowalnych
prawie wszedzie, to znaczy w kazdym punkcie z wyjatkiem bardzo malego zbioru
punktéw, tzw. zbioru miary zero. Takie funkcje nie s nawet wyznaczone



Waine w tej definicji jest to, Ze liczba ¢ moze
byé dowolnie mala, tzn. dowolnie bliska
zeru,
Ma przyklad kaidy zbidr skoficzony jest
miary zero. Ogdlniej: kazdy zbiér
przeliczalny

Z = (x1,X3,%3...}
(tzn. zbibdr, ktérego wszystkie clementy mozna
ponumerowaé kolejnymi liczbami naturalnymi)
ma miarg zero. Aby sig o tym przekonad,
nalety przyjgé dia danej liczby ¢ > 0

5 e
@n = Xn— ?4_2—. bn = xn+ F.
Istniejy zbiory nieprzeliczalne miary zero.

Zaden przedzial nie jest zbiorem miary zero.

Zbidr Cantora C jest zbhiorem wszystkich
liczb rzeczywistych x postaci

Do Dy o Ty

3 32 3
gdzie an = 0 lub [ dla kaidego n. Jeszcze
inaczej moie byé okredlony jako cegdé
wspdlna zbioréw Cy, Cy, Cy, ...,
zdefiniowanych indukeyjnie jak nastgpuje:
Cp jest odeinkiem <0; 1). Zbidr Cp jest
sumg 27 rozlgcznych przedzialow

(n x= B e

5 o TR g
domknigtych o dlugodci — kazdy. Dzielgc
3"

kazdy z tych odcinkéw na trzy czgéci o rownej
dlugosci i usuwajge z kazdego z nich Srodkowy
otwarty przedzial otrzymujemy 2"+ .
przedzialdéw domknigtych, ktdrych sumg jest

C“+ 1+ Rysunek 3 podaje konstrukcje

zbioréw Cg, C;, C3, Cs. Usuwane
przedzialy otwarte noszg nazwe przedzialéw
przyleglych do zbioru Cantora.

Zbiér Cantora jest przykiadem
nieprzeliczalnego zbioru miary zero.

Rozwigzanie zadania M12.

Takimi szefcioma punktami sg wierzcholki
pigciokqta foremnego i jego srodek (to znaczy
drodek okrggu opisanego na nim), Jezeli
jeden z wierzcholkéw tréjkata lezy w srodku
pigciokata, to dwa boki tréjkqgta sg réwne
promieniowi okregu opisanego na pigciokgcie,
jezeli zad kaddy wierzcholek trdjkata jest
wierzeholkiem pigciokgta, to jest oczywiste,)
e tréjkgt jest réwnoramienny.

Uwaga: Czytelnik zechee sig zastanowié, czy
istnicje na plaszczyinie siedem punktéow

o tej whasnosci,

1S

z dokladnoscig do stalej przez swoje pochodne. Za przyklad moze stuzyé Funkcja C
Cantora, tzn. jedyna funkcja ciggta C na odcinku ¢0; 1), spelniajaca nastepujace
tozsamosci:

c(%) =%C(x), c(i + i) = 5 c(i +i) b —;~C(x)

3 3 2 3 3 2
dla kazdego x z tego przedziatu. Funkcja ta jest ciagla, niemalejaca, rézna od
stalej, bo C(0) = 01 C(1) = 1, a pochodna jej jest prawie wszedzie réwna
zeru, mianowicie wszedzie, z wyjatkiem punktéw zbioru Cantora, ktéry jest
zbiorem miary zero. Obecna na sali obrad Funkcja Cantora szczerze przyznala sig

Funkcj¢ Cantora C(x) moina innczej
defini ¢ jak epuje, Jedli x nalezy do
zbioru Cantora C, tzn. jest postaci (1), to

@y iy

@ C) = S+ i,

27 * 23
Jedli (a; b) jest prredzialem przyleglym do C,
to a i b nalezg do C, liczhy C(a) i C(»)

54 wige zdefiniowane wzorem (2). Dowodzi
sig, 2e C(a) = C(b). Przyimujemy

Q) C(x) = C(a) = C(b)
x z preedzialu (a; b).
Poniewat kazdy punkt prredzialu (0; 1) albo
naledy do C, albo nalety do dokladnie
jednego przedzialu przyleglego do C, wzory
(2) i (3) definiujg funkcje C na calym

- przedziale. Z (3) wynika, 2e funkcja C jest
stala na kaidym priredziale przyleglym do C.
Rysunck 4 pokazuje, jak wyglyda wykres
funkcji C na przedzialach przyleglych do Cy

dia kaidego
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]
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do swych wad, w szczegblnosci do symulowania funkcji stalej przy
rozniczkowaniu,

Delegatka Organizacji Funkcji Nieciaglych, Funkcja Haeviside’a H, zdefiniowana

wzorem
1, gy x>0 4
H(x) = 7
" {0. gdy x<0 (
y=H(x)
g - =
Funkcja Haeviside'a

wyrazila poglad, Zze réwnie katastrofalna jest sytuacja w dziedzinie najprostszych
funkcji niecigglych. Ona sama ma wprawdzie pochodng réwng zeru
w kazdym punkcie x # 0, ale marzy o tym, by mie¢ pochodna pierwszego rzedu
okre$lona wszedzie. Niestety przy probach rézniczkowania w punkcie 0 czuje
silny b6l dazacy tak szybko do + co, Ze musi je przerwac i pogodzi¢ sie z losem.
Delegatka Stowarzyszenia Ciaglych Funkcji Rzeczywistych Wielu Zmiennych
poruszyla trudnos$ci zwiazane z wielokrotnym rézniczkowaniem. Dla funkcji
jednej zmiennej jest jeszcze jako tako: je$li funkcja £ ma zdefiniowana pochodna
rz¢du m, to ma takze dobrze okreélone i ciagle wszystkie pochodne
mniejszych rzedéw. Inaczej jest w dziedzinie funkcji dwu zmiennych. Rozwazmy
na przyklad funkcje

Ux, y) = F(x)+F(),
gdzie Fe SCFRZR jest jakakolwiek funkcja nie majaca pochodnej w Zadnym
punkcie. Jesli rézniczkowaé funkcje U tylko raz, ze wzgledu na jedng ze
zmiennych x lub p, réZniczkowanie nie jest wykonalne. Natomiast wszystko
wskazuje na to, ze za wynik rézniczkowania dwukrotnego, raz ze wzgledu na jedna
Zmienna, a potem ze wzgledu na pozostala zmienng, nalezy uznaé funkcje
réwng tozsamos$ciowo zeru!



/=gl = kres gérny zbioru liczb postaci
[fx)—g (x)l, gdzie x nalety do dziedziny
funkcji fi g.

Inni méwcy wskazali na niebezpieczenstwo istnienia w SCFRZR tak licznych
funkcji bez pochodnej w zadnym punkcie. Zbidr tych zlych funkcji jest

gesty w Stowarzyszeniu: dla kazdej funkcji f € SCFRZR i dowolnej liczby & > 0
istnieje taka funkcja g € SCFRZR nigdzie nie rézniczkowalna, Ze

If—gl < e

Funkcje bez pochodnej w zadnym punkcie dostownie oblepiaja wszystkie inne
funkcje, nawet te o pieknych tradycjach rézniczkowych, jak funkcje rézniczkowalne
nieskonczenie wiele razy i — jeszcze lepsze od nich — funkcje analityczne.
Dobre funkcje zarazaja si¢ od funkcji nigdzie nie rézniczkowalnych ich
zltymi manierami. Tak wielka liczebno$¢ tych funkcji moze doprowadzié do inflacji
w przestrzeni funkcji ciaglych. W wyniku dyskusji postanowiono rozpisaé
konkurs na takg reforme teorii rézniczkowalnosci, by kazda funkcja fe SCFRZR
miata pochodne wszystkich rzgdéw. Koszty reformy pokryje Fundusz
Wyobrazni Matematyczne;.

R.S.

Aktualnosci podstaw matematyki

Rozwigzanic zadania F4,

Po zamknigeiu klucza K bedzie plynal w
obwodzie prad do chwili wyréwnania sig
napigé kondensatoréw. W tym momencie
ladunck znajdujgey sig poczjtkowo w
pierwszym kondensatorze (go = Cy* Up),
rozdzieli sig na dwa kondensatory:

CilUy = (Cy+CHU,
gdzie Uy — poczytkowe napigeie na pierwszym
kondensatorze, U — napigcie na kondensa-
torach po wyrdwnaniu sig potencjaldw,

Energia poczgtkowa ukladu wynosi:
C,\Un

Ey = ——

energia koncowa ukladu wynosi:

1,2
(Ci+CHF ~ Cilh

B 2 T AC+CD

Zgodnie z znsady mchowania energii, ilodé
ciepla, jaka wydzicli si¢ na oporniku podczas
calego procesu wyrdwnywania si¢ napige,
begdzie réwna:
: 2 €6 2
=K —F = — _ - Io.
ke 2 C+GC
Zgodnie z warunkami zadania
I 3
Q= = E,, zatem C; = Cs.
Iloé¢ ciepla wydzielona na oporniku R nie
zalety od jego oporu. Jezeli C; = C,, warunki

zndania 53 spelnione przy dowolnej wartodci R.

Kondensatory produkcji preemyslowej
oznaczane sy symbolami barwaymi, réénymi
dla rédénych wartosci pojemnosci.
Kondensatory o jednakowych pojemnodciach
bedy oznaczone tymi samymi kolorami.
Pierwsze pytanie zadania pozostaje wiee bez
odpowiedzi, na drugie odpowiedz

jest jednoznacena.

Celem tego artykutu jest przedstawienie gléwnych kierunkéw rozwoju podstaw
matematyki, gtéwnie teorii mnogo$ci. Obiektami tej teorii w ujeciu von Neumanna
sg klasy, wérdd ktérych wyréznia si¢ klasy wlasciwe oraz zbiory. Podejécie
to, jakkolwiek stanowigce postgp w stosunku do klasyczne;j teorii
Zermelo-Fraenkla, jest obecnie niewystarczajace. Wspodlczesnie przyjmuje sie
istnienie réznego rodzaju przynaleznosci do zbioru. Podstawowym pojeciem jest tu
przynaleznos¢ czgsciowa, tzw. ,,slabe bycie elementem” czy tez ,fragmentaryczne
nalezenie do zbioru™. Pojecie to opiera sig, jak latwo zauwazyé, o bardzo
naturalne intuicje. Przykiadowo: w wielu organizacjach obserwujemy podziat
czlonk6éw na aktywnych i ideowych z jednej strony, a biernych
1 konformistycznych z drugiej. Ci pierwsi reprezentuja tradycyjnie rozumiane
pojecie nalezenia, podczas gdy drudzy — whasnie stabe. Oczywiscie intuicje te sg
odpowiednio usci$lone i zaksjomatyzowane. Przytoczmy podstawowy pewnik:
Istniejg takie x, A, B,ze x¢ Aix¢ Bixe AU B, czyli x nie jest elementem
ani 4, ani B, natomiast jest elementem sumy tych zbioréw. Staje si¢ on bardziej
zrozumialy po wprowadzeniu pojgcia zbioru pustawego, mianowicie: A4 jest
pustawy, gdy kazdy element nalezy do niego co najwyzej fragmentarycznie.
Przynalezno$¢ fragmentaryczna zapisuje si¢ symbolicznie: x €, 4 (z angielskiego
feeble € — stabo nalezy). Przytoczony aksjomat méwi zatem, ze istniejq zbiory
pustawe, ktérych suma nie jest pustawa. Sytuacja taka, intuicyjnie biorac,
zdarza si¢ wtedy, kiedy x nie nalezy wprawdzie ani do 4, ani do B, lecz nalezy
fragmentarycznie do obu tych zbioréw w taki sposéb, ze jedna jego czesé lezy
w zbiorze A, druga w B, a obie razem stanowia juz caly element x.
Symbolem Op (4) oznaczamy zbidr elementéw czgSciowo nalezgcych do A, tzw.
zbior elementéw oportunistycznych wzgledem 4. Badania wykazaly, Ze
elementy zbioru sg na ogoét oportunistyczne, dokladniejsze jednak zrozumienie
tego faktu wymaga znajomodci system6w logicznych odmiennych od logiki
dwuwartosciowej. Systemy te przezywaja obecnie bujny rozkwit. Wspomnie¢ tu
nalezy przede wszystkim o pracy I. A. Trieszczinina Some results of zerovalues
logics — podstawowej monografii z dziedziny logiki zerowartosciowej (tzw.
bezwartoéciowej). W wielu oérodkach trwaja badania nad ujemnowarto$ciowymi
logikami. Zadaniem przyszlodci jest stworzenie syntetycznej teorii, sumujgcej
osiggniecia wymienionych kierunkow.

BT.




