Urojony sprzymierzeniec

Dr Macief SKWARCZYNSKI

Wszyscy wiemy, ze w zbiorze liczb rzeczywistych sa wykonalne wszystkie cztery
dziatania arytmetyczne. Niestety juz prosty przyktad

(1) x2+1=0

pokazuje, ze réownanie o wspolezynnikach rzeczywistych moze nie mie¢
rzeczywistego pierwiastka. Nieprzyjemna sytuacja. Nie jest w konicu milo by¢
posadzonym o nieumiejetnos¢ rozwigzania tak prosto wygladajacego

rownania. Nic wigec dziwnego, Ze juz w szesnastym wieku matematycy wprowadzili
do rozwazan nowy idealny obiekt, oznaczany symbolem i, uwazany za rozwigzanie
rownania (1).

Przy wykonywaniu dziatan arytmetycznych postgpowano z nim tak, jak ze
znanymi liczbami, pamietajgc jedynie ze i = —1. W wyniku otrzymywano

liczby postaci a+ bi, gdzie a, b € R, zwane zespolonymi, oraz wzory

(@, +byi)+(ay+b,i) = (a,+a;)+ (by +by)i,
(ﬂl +bl 1')(02 +bzfl) = (ﬂl (12 ’_'bl bz)‘l’ (dl bz +a;b1)f.

Liczby postaci bi nazywano urojonymi, gdyz mimo wszystko istnienie liczb,
ktorych kwadrat bylby liczbg ujemna, nadal budzito watpliwosci.
Musialy mina¢ trzy stulecia, zanim Karol Gauss rozproszyt te
watpliwosci, interpretujac liczbg zespolong z = a+ bi jako punkt na plaszczyZnie
o wspolrzednych a, b. Odcieta a nazywa si¢ czescig rzeczywista, a rzgdna b nazywa
sig czeScig urojong liczby z. Stad tez zbidr liczb zespolonych zostal nazwany
plaszczyzng Gaussa.

i Liczba z, symetryczna do z wzgledem osi rzeczywistej, nazywa si¢ sprz¢zong

| z do z. Oczywiscie z = a—bi. Ciekawa wlasnoscia sprzgzenia jest to, Ze wynik

dzialania arytmetycznego na liczbach sprzgzonych z z,, z, jest zawsze liczba
sprzezong do wyniku tego dzialania na liczbach z,,z,. Jesli z, jest
pierwiastkiem rownania o rzeczywistych wspoiczynnikach

(2) anzn+---+ao —_— 0,

to biorac sprzgzenie obu stron widzimy, Ze z, jest réwniez pierwiastkiem tego
rownania.

Odleglos¢ liczby z od zera na plaszczyznie Gaussa jest oznaczana przez |z|
i nazywa si¢ wartoscig bezwzgledna liczby z. Oczywiscie

|z]? = a®>+b% awiec |z]* = zz

Rownosé |z,]|z,] = |z, z,] wynika tatwo z drugiego z tych zwiazkdw, jesli ja
zapisa¢ w rownowaznej postaci

12121221 = |z 22/

Uwzgledniajac powyzszy zwiazek, otrzymujemy tozsamos¢, w ktorej wystepuja
juz tylko liczby rzeczywiste:

(ﬂf+bf)(a§ +b§} = (aja,—b,b,)* +(a,by+a;b,)%.

Oto do czego przydala si¢ urojona liczba i. OtrzymaliSmy elegancki dowéd
twierdzenia o liczbach jak najbardziej naturalnych: iloczyn dwu liczb naturalnych,
bedacych sumami kwadratow liczb naturalnych, jest liczba, ktora jest rowniez
sumg kwadratow liczb naturalnych. '

Zobaczmy, w czym jeszcze moZe pomoc urojony sprzymierzeniec.

Zauwazmy najpierw, Ze pojgcie granicy ciggu moze byé rozszerzone na
przypadek, gdy wyrazy ciggu sa liczbami zespolonymi. Liczba zespolona z nazywa
sig granicg ciagu {z,}, n = 0, 1, ..., jezeli cigg, ktérego n-tym wyrazem jest
odleglo$é z, od z na plaszczyznie Gaussa, dazy do zera przy n dazacym do
nieskonczonosci. Podobnie jak w przypadku rzeczywistym, definiujemy sume
szeregu o wyrazach z, jako granice ciggu sum czeSciowych

o0

Zz,. = lim (zg+2z, +...+2,).

n=0 A= oo



Jesli granica ta istnieje, to mowimy, Ze szereg jest zbiezny.
Funkcje trygonometryczne sinx, cosx moga byé przedstawione szeregiem
potggowym o wyrazach rzeczywistych, zbieznym dla kazdego x € R

= 2n
sinx = Z (—I)""“-m re V. CosX = 2‘ (—1) — antr

Wiasno$¢ t¢ ma réwniez funkcja wykiadnicza. Jesli za podstawe przyjaé liczbe
rzeczywistg

S 11

n=0

to dla kazdego x € R

Mozna udowodnié, ze kazdy z tych szeregéw pozostaje zbiezny, gdy zamiast x
podstawi si¢ dowolng liczbe zespolong z. W szczegdlnosci
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Mamy oczywiicic 4 < : } 65, ““ = (e")”
SHURTICFS 8 it e Stad réwniez wobec wzoru Eulera otrzymujemy wzér de Moivre’a
od kigta BCA, a wige kigt BAC jest mniejszy
od kgta CAD; dwusieczna kata BAD (COSI+fSin r)ll = COSHI-{-fSiDRf.

przecina wiee bok CD,
Stosujgc do lewej strony wzér Newtona i porownujac czgéci rzeczywiste i urojone
obu stron otrzymujemy tozsamosci

n n
cosnt = cos™t — (2)cos""t- sin’t + (4)cos"“‘f- sin*f—...,

n n
sinnt = (I)cos""t - sint — (3)005"‘% ~sin3t+....

Na przykiad dla n = 4 mamy:
cosdt = cos*t—6cos?tsin?t+sin*t = 8cos*r—8cos?r+1
sindt = 4cos®t “sint—4cost * sin31.

W tozsamosciach tych nie wystepuja liczby zespolone.
Urojony sprzymierzeniec po spetnieniu swej roli zniknal, pozostawiajac gotowy
wynik.
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Krzywa jest to ciggla funkcja
z(t) = x(t)+iy(1), okreslona
w domknigtym przedziale

I = ¢a, b>. Nietrudno przekonac¢

sie, e funkcja z(r) jest ciggla
witedy i tylko wtedy, gdy ciagle
sg obie funkcje rzeczywiste
x(0), »(r). Jesli koniec z(b)
krzywej pokrywa sig¢ z jej
poczatkiem z(a), to méwimy,
ze krzywa jest zamknigta.
Zbibr z(I) zawarty

w plaszczyZnie Gaussa nazywa
si¢ obrazem krzywej i jest
niekiedy mylony z samg
krzywa z(1),r e L.
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W,=1

Z kolei sprobujmy obliczy¢ sume:
C, = 14+cost+cos2t+ ... +cosnt.

Zadanie wydaje si¢ trudne ..., ale od czego liczba i?
Liczby zespolone:

1,cost+isint, cos2t+isin2¢, ..., cosnt +isinnt

tworzg cigg geometryczny o ilorazie ¢ = cost+isint.
Istotnie, zgodnie ze wzorem de Moivre’a, mamy

(coskt+isinkt)(cost+isint) = . = *+1 = cos(k+ 1)t +isin(k+1)1.

Oznaczajac
S, = sint+sin2t+ ... +sinnt

i korzystajgc ze wzoru na sumg ciggu geometrycznego, otrzymujemy dla ¢ # |

sin pH t-cos -t sin L {-sin -1
1—g"+ 2 2 ) 2 " 2
= +r— -
L sin sin
2
Poréwnujgc czgéci rzeczywiste i urojone otrzymujemy szukany wzor na C,
oraz dodatkowo wzér na S,. Tym razem nasz sprzymierzeniec nie tylko
pomdgt rozwigzaé zadanie, ale jeszcze zostawil prezent. Zamiast jednego mamy
dwa wzory:

C,+iS, =

1o =!

. n+l n
SM————171*cos—-t
2 2
l+cost+cos2t+ ... +cosnt = 7 ,
sin —-
2
. n+l Fogl n
sin ) - sin 2 I

sint+sin2t+ ... +sinat = -
sin —
2

Przyjrzyjmy si¢ teraz geometrycznym wiasno$ciom funkcji e*. Zauwazmy, Ze
27ti jest okresem tej funkcji. Rzeczywiscie,

™ = cos2m+isin2n = 140i = 1, wigc €M = gfe™ = o,
Podzielmy plaszczyzne zmiennej z = s-+1i na pasy prostymi t = 2kx, gdzie
k =0, +1, .... Funkcja e* przeksztalca pas 0 < t < 2= (i kazdy z pozostalych
pasow) wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzneg z usunigta polprostg dodatnig
w= 0.
W podobny sposob dzielac plaszczyzng zmiennej z = s+#i na pasy prostymi
t = w+2kn, gdzie k = 0, +1, ..., przekonujemy si¢, Zze funkcja ¢* przeksztalca
kazdy z tych paséw wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne z usunietg
polprostg ujemng w < 0.
Tak wigc obrazem plaszczyzny Gaussa przy przeksztafceniu w = e jest
plaszczyzna Gaussa z usunigtym punktem 0. W szczegdlnosci dla kazdego
wo # 0 istnieje liczba z, taka, Ze €*° = w,. Co wigcej, jesli w(t) jest krzywa
o poczatku w punkcie w,, nie przechodzacg przez 0, to istnieje dokladnie jedna
krzywa z(t) o poczatku w punkcie z, taka, ze ¥ = w(?) dla kazdego 1. Jezeli
krzywa w(t) nie przecina pélprostej dodatniej (lub pdlprostej ujemnej), to krzywa
z(r) cala zawiera si¢ w tym pasie, do ktérego nalezy z,, i jest zamknigta, jezeli
krzywa w(t) jest zamknigta. Tak jest w przypadku przedstawionym na gérnym rysun-
ku. Na ogét jednak koniec krzywej z(f) jest rozny od zo. Gdy np. w(r) = r- ",
gdzie 0 < 1 < 27, to z(t) = zo+it, gdzie 0 < t < 27, nie jest krzywa zamknigtg.
Liczba z,, taka, ze e*® = w, nazywa si¢ logarytmem liczby w,. Czg$¢ urojona 7,
liczby z, nazywa si¢ argumentem liczby w,. Stad tez réznica migdzy koncem
krzywej z(r) a jej poczatkiem nazywa si¢ przyrostem logarytmu na krzywej w(r).
Przyrost argumentu na krzywej w(r) definiujemy jako cze$¢ urojong przyrostu
logarytmu. W ostatnim przykladzie przyrost logarytmu wynosit 27i, a przyrost
argumentu wynosit 2z. W przypadku ogdlnym przyrost logarytmu jest rowny
2kmni, a przyrost argumentu jest rowny 2kn, gdzie k jest pewng liczbg calkowitq
Liczba k nie zalezy od poczatku z, krzywej z(t) (dlaczego?) i nazywa si¢ indeksem
ind w(t) krzywej zamknigtej w(t). Wskazuje ona, ile razy krzywa w(t) ,,obiega™
punkt 0.




Niech w,(f), w,(7) beda dwiema krzywymi zamknigtymi, ktérym odpowiadaja
krzywe z,(1) i z,(¢). Rownosé

10+ — 1170 = (), (1)

pokazuje, ze krzywej w, (1)w,(r) odpowiada krzywa z,(f)+z,(t). Wynika stad
nast¢gpna bardzo wazna wlasnoé¢ indeksu:

ind (w, (1)w,(1)) = indw, (1) +ind w, (7).

Druga wilasnos¢ indeksu zaobserwowali$my juz wcze$niej. Mianowicie, jesli
zamknigta krzywa w(r) nie przecina pdlprostej dodatniej (lub ujemnej), to

indw(t) = 0.

Zobaczymy teraz, w jaki sposob z tych dwu wlasnos$ci indeksu wynika
nastgpujace

podstawowe twierdzenie algebry:

Kazdy wielomian

(2) W(z) = a,z"+ ... +a,, n>0, a,#0

o wspotczynnikach zespolonych posiada zespolony pierwiastek.

Bedziemy rozumowac nie wprost. Przypusémy, ze wielomian W nie posiada
pierwiastka. Wynika stad, ze krzywa W(re"), gdzie r > 0, za$ 0 < t < 27, nie
przechodzi przez 0, a wigc posiada okreslony indeks. Indeks ten zmienia sig

w sposob ciggly wraz z r, a bedac zawsze liczba calkowita musi mie¢ tg samg
warto$¢ dla kazdego r. Dla r = 0 krzywa W(re") redukuje si¢ do stalej, a wigc
indeks ma wartos$¢ zero.

Ay dg

_+ . o)
z = z"

Tymczasem piszac W = W, W,, gdzie W, = 2", W, = a,+

stwierdzamy, Ze dla duzych r indeks ma warto$¢ n. Rzeczywiscie, dla
duzych wartosci bezwzglednych zmiennej z, wartosci W, malo réznig si¢ od a,
i wobec tego nie naleza do pdlprostej dodatniej lub nie nalezg do pélprostej
ujemnej. Stad, dla duzych r, ind W,(re") = 0. Ale ind W, (re") = nindre" = n.
Zatem

ind W(re'") = n+0 = n.
Otrzymalismy sprzeczno$é¢ z warunkiem n > 0, a wigc dowdd zostat zakonczony.

Raz jeszcze urojone i sprawilo niespodzianke, i to niespodzianke duzego
kalibru. Powolane do istnienia wylacznie w zwigzku z klopotami

z rozwigzaniem proSciutkiego réwnania (1), odwdzigczylo sig¢ w sposob
przewyzszajacy wszelkie oczekiwania. Rownanie (2) moze nie mie¢ pierwiastka
rzeczywistego, ale na pewno posiada pierwiastek postaci a+ bi. Przyznacie, ze
takiego sprzymierzenca mozna nawet polubi¢. A moze warto nawet ... poznac

go troche lepiej.

Zadania

redaguje dr Jedrzej JEDRZEJEWSKI

F3. Do wykonania dziennych zadan pozostalo
listonoszowi doreczenie jednej przesytki do
ktoregos z domoéw przy ulicy A'C’. Ulica

ta biegnie wzdluz placu, w ktérego narozniku
(punkt A) znajduje sig urzad wydajacy
przesylki. W punkcie C placu przy ulicy

C'C", biegnacej prostopadle do A'C” i takze
wzdluz tego samego placu, znajduje si¢ urzad
C, do ktérego listonosz musial dostarczy¢
pokwitowanie odbioru przesylki. Listonosz
wybral sobie adresata (punkt B) w taki
sposob, zeby przebyé trase ABC

w najkrétszym czasie. Ciezar niesionej

paczki obniza predkos¢ marszu listonosza

n = trzykrotnie w stosunku do predkosci
marszu z listem lub bez paczki. Czy przesytka
byla paczka, czy list, jezeli wiadomo, Ze
kierunek wybranej przez niego drogi
(odcinek AB) tworzy z ulicg 4'A4 kat

oy = 30°7 Zakladamy ponadto, ze listonosz
do i od adresata porusza si¢ po prostych

i ruchem jednostajnym.

Rozwigzanie na str. 13

redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

W niniejszym numerze podajemy trzy"
zadania, ktore mieli rozwigza¢ uczestnicy
Zaocznej Szkoly Matematycznej przy
Uniwersytecie Moskiewskim.

M?7. Student w ciagu pieciu lat studiow zdat
31 egzamindéw. Na kazdym roku studiow
zdawal wigcej egzamindw niz na roku
poprzednim. Liczba egzaminéw na roku
piatym byla trzy razy wigksza od liczby
egzaminOw na roku pierwszym, lle
egzaminow zdawal student na roku
czwartym?

Rozwiazanie na str. 14.

MS8. Rownolegle boki trapezu réwnoramienne-
go maja dlugosci 4 cm i 8 cm, pole trapezu
wynosi 21 cm?. Ktéry bok trapezu przecina
dwusieczna kata przy wigkszej podstawie?
Rozwiazanie na str, 2,

M9. Czy suma odlegtosci punktu lezacego
wewnatrz czworokata wypuklego od
kazdego jego wierzcholka moze by¢
wieksza od jego obwodu?

Rozwigzanie na str. 15,




