
Urojony sprzymierzeniec

Dr Maciej SKWARCZYNSKI

Wszyscy wiemy, ze w zbiorze liczb rzeczywistych sa wykonalne wszystkie cztery
dzialania arytmetyczne. Niestety juz prosty przyklad

(I) x2+ l = O

b ..,z-----
I
I
I
I
I
r

la
I
I
I
I
I
I
I
1-

-b ..•z~-------
f

1

pokazuje, ze równanie o wspólczynnikach rzeczywistych moze nie miec
rzeczywistego pierwiastka. Nieprzyjemna sytuacja. Nie jest w koncu milo byc
posadzonym o nieumiejetnosc rozwiazania tak prosto wygladajacego
równania. Nic wiec dziwnego, ze juz w szesnastym wieku matematycy wprowadzili
do rozwazan nowy idealny obiekt, oznaczany symbolem i, uwazany za rozwiazanie
równania (I).
Przy wykonywaniu dzialan arytmetycznych postepowano z nim tak, jak ze
znanymi liczbami, pamietajac jedynie zei2 = - l. W wyniku otrzymywano
liczby postaci a+bi, gdzie a, b E R, zwane zespolonymi, oraz wzory

(al +bl i)+ (a2 +b2i) = (al +a2)+ (bl +b2)i,

(al +bli)(a2+b2i) = (ala2-blb2)+(alb2+a2bl)i.

Liczby postaci bi nazywano urojonymi, gdyz mimo wszystko istnienie liczb,
których kwadrat bylby liczba ujemna, nadaJ budzilo watpliwosci.
Musialy minac trzy stulecia, zanim Karol Gauss rozproszyl te
watpliwosci, interpretujac liczbe zespolonaz = a+bi jako punkt na plaszczyznie
o wspólrzednych a, b. Odcieta a nazywa sie czescia rzeczywista, a rzednab nazy\\oa
sie czescia urojona liczbyz. Stad tez zbiór liczb zespolonych zostal nazwany
plaszczyzna Gaussa.

Liczba Z, symetryczna doz wzgledem osi rzeczywistej, nazywa sie sprzezona
do z. Oczywiscie z = a-bi. Ciekawa wlasnoscia sprzezenia jest to, ze wynik
dzialania arytmetycznego na liczbach sprzezonych zZl, Z2 jest zawsze liczba
sprzezona do wyniku tego dzialania na liczbachZl ,Z2' Jesli Zo jest
pierwiastkiem równania o rzeczywistych wspólczynnikach

(2)

to biorac sprzezenie obu stron widzimy, zeZo jest równiez pierwiastkiem tego
równania.

Odleglosc liczby z od zera na plaszczyznie Gaussa jest oznaczana przezIzl

i nazywa sie wartoscia bezwzgledna liczbyz. Oczywiscie

IZ/2 = a2+b2, a wiec IZ/2 = zz.

Równosc Izdlz21 = IZl Z2/ wynika latwo z drugiego z tych zwiazków, jesli ja
zapisac w równowaznej postaci

IZl/21z212 = /ZIZ212.

Uwzgledniajac powyzszy zwiazek, otrzymujemy tozsamosc, w której wystepuja
juz tylko liczby rzeczywiste:

(ai+bi)(a~+bn = (ala2-blb2)2+(alb2+a2bl)2.

Oto do czego przydala sie urojona liczbai. Otrzymalismy elegancki dowód
twierdzenia o liczbach jak najbardziej naturalnych: iloczyn dwu liczb naturalnych,
bedacych sumami kwadratów liczb naturalnych, jest liczba, która jest równiez
suma kwadratów liczb naturalnych.

Zobaczmy, w czym jeszcze moze pomóc urojony sprzymierzeniec.

Zauwazmy najpierw, ze pojecie granicy ciagu moze byc rozszerzone na
przypadek, gdy wyrazy ciagu sa liczbami zespolonymi. Liczba zespolonaz nazywa
sie granica ciagu {zn}, n = O, l, ... , jezeli ciag, którego n-tym wyrazem jest
odleglosc Zn od z na plaszczyznie Gaussa, dazy do zera przyn dazacym do
nieskonczonosci. Podobnie jak w przypadku rzeczywistym, definiujemy sume
szeregu o wyrazachZn jako granice ciagu sum czesciowych
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Jesli granica ta istnieje, to mówimy, ze szereg jest zbiezny.
Funkcje trygonometryczne sinx, cosx moga byc przedstawione szeregiem
potegowym o wyrazach rzeczywistych, zbieznym dla kazdegox E R
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Wlasnosc te ma równiez funkcja wykladnicza. Jesli za podstawe przyjac liczbe
rzeczywista

Mamy oczywiscie 4 < J 1 65 ,2

skad BC < AB i kat BAC jest mniejszy

od kata BCA. a wiec kat BAC jest mniejszy
od kata CAD; dwusieczna kataBAD

przecina wiec bokCD.

Rozwiazanie zadania MS
Z warunków zadania mamy (zob. rysunek)

AD = 8 cm. BC = 4 cm, Niech BE i CF beda
wysokosciami trapezu. Ze W70nl na "ole

trapezu znajduj, myBE = .~.5 cm. Trójkaty

ABE i DeF sa pff.yslajace. wiecAE = FD.
i ponieWaz A E + fD = AD - Be = 4 cm,

wiec At: = 2 cm. WÓWC7iJS A B =

Musimy tera7 rOlstrzygnac. ktcre z polozen,
zaznac70nych narysunku liniami

rrzerywanymi /;,t;muje dwusieczna kataBAD.
W tym celu L.badajmy. który z katów
BAC i CAD iesl wi't'k<.;t:y. Pomewaz katy

CAL i DCA sa ··ówne. man-y porównac katy
BAC i BCA. Sa to katy trójkata ABC,

a w trójk'!l::it" napf/cciwko whtk ••zego kata lezy

dluzszy bok. Mamy wiec porównac bok~

l l
1+1+2 +6+'" ~ 2,73,
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to dla kazdegox E R

Mozna udowodnic, ze kazdy z tych szeregów pozostaje zbiezny, gdy zamiastx
podstawi sie dowolna liczbe zespolonaz. W szczególnosci

. it z2t2 i3t3 if t2 if3 t4 ifs

elt = l +Tf+2! + '31 +...= l +Tf- 2! - -3T +4T+5T- ...

eint = (eit)".

która, tak jak w przypadku rzeczywistym, wynika z przedstawienia oraz
wlasnosci szeregów.

Z tozsamosci tej wynika natychmiast wzórenz = (eZ)n.

W szczególnosci

e%l+ZZ= eZt ••eZ2,

Stad równiez wobec wzoru Eulera otrzymujemy wzór de Moivre'a

(cost+isint)n = cosnt+isinnt.

Stosujac do lewej strony wzór Newtona i porównujac czesci rzeczywiste i urojone
obu stron otrzymujemy tozsamosci

cosnt = cosnt - (;)cosn-2t. sin2t + (:)cosn-4t. sin4t- ... ,

sinnt = G)cosn-1;. sint - G)cosn-3t. sin3t+ ....

Na przyklad dlan = 4 mamy:

cos4t = cos4t-6cos2tsin2t+sin4t = 8cos4t-8cos2t+ 1

sin4t = 4cos3t ·~sint-4cost· sin3t.

W tozsamosciach tych nie wystepuja liczby zespolone.
Urojony sprzymierzeniec po spelnieniu swej roli zniknal, pozostawiajac gotowy
wynik.

Tak wiec miedzy funkcja wykladnicza a funkcjami trygonometrycznymi
zachodzi niezmiernie ciekawy zwiazek. Jest to tym bardziej nieoczekiwane, ze
funkcja wykladnicza byla definiowana w programie algebry zupelnie niezaleznie
od funkcji trygonometrycznych. Dopiero wprowadzenie urojonegoi pokazalo, ze
funkcja wykladnicza moze byc pozyteczna w zadaniach, w których wystepuja
funkcje trygonometryczne, i na odwrót.

Spróbujmy na przyklad wyrazic funkcjecosnt, sinnt w zaleznosci od funkcji
cost, sinto Naszym punktem wyjscia bedzie podstawowa dla funkcji wykladniczej
tozsamosc

( t2 t4 ) (t t3 tS )1-2T+4T-'" +ilT--3f+-Sf- ..··
Otrzymalismy wzór Eulera:

eit = cost+isint.
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Z kolei spróbujmy obliczyc sume:

Cn = l +cost+cos2t+ ... +cosnt.

Zadanie wydaje sie trudne ... , ale od czego liczbai?
Liczby zespolone:

l, cost+ isint, cos2t+ isin2t, ... , cosnt+ isinnt

tworza ciag geometryczny o ilorazieq = cOS.t+ i sint.
Istotnie, zgodnie ze wzorem de Moivre'a, mamy

(coskt+isinkt)(cost+isint) == eikt.eit = ei(k+l)t = cos(k+ l)t+isin(k+ l)t.

Oznaczajac
Sn = sint+sin2t+ ... +sinnt

i korzystajac ze wzoru na sume ciagu geometrycznego, otrzymujemy dlaq =1=

Cn+iSn = _1_~+1l-q
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Porównujac czesci rzeczywiste i urojone otrzymujemy szukany wzór naCn
oraz dodatkowo wzór naSn. Tym razem nasz sprzymierzeniec nie tylko
pomógl rozwiazac zadanie, ale jeszcze zostawil prezent. Zamiast jednego mam)
dwa wzory:

Przyjrzyjmy sie teraz geometrycznym wlasnosciom funkcjiet. Zauwazmy, ze
2ni jest okresem tej funkcji. Rzeczywiscie,

e21<i = cos2n+isin2n = l +Oi = l, wiec e%+2lli = e<e2lli = e".

Podzielmy plaszczyzne zmiennejz = s+ti na pasy prostymit = 2kn, gdzie
. k = O, ± l, .... Funkcja e% przeksztalca pasO < t < 2n (i kazdy z pozostalych
pasów) wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne z usunieta pólprosta dodatnia
w~ O.

W podobny sposób dzielac plaszczyzn~ zmiennejz = s+ti na pasy prostymi
t = n+2kn, gdzie k = O, ± l, ... , przekonujemy sie, ze funkcjae% przeksztalca
kazdy z tych pasów wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne z usunieta
pólprosta ujemnaw ~ O.

Tak wiec obrazem plaszczyzny Gaussa przy przeksztalceniuw = e" jest
plaszczyzna Gaussa z usunietym punktemO. W szczególnosci dla kazdego
Wo =1=O istnieje liczbaZo taka, zee"0 = Wo. Co wiecej, jesliwet) jest krzywa
o poczatku w punkciewo, nie przechodzaca przezO, to istnieje dokladnie jedna
krzywa zet) o poczatku w punkcieZDtaka, zee"(t) = wet) dla kazdegot. Jezeli
krzywa wet) nie przecina pólprostej dodatniej (lub pólprostej ujemnej), to krzywa
zet) cala zawiera sie w tym pasie, do którego nalezyzo, i jest zamknieta, jezeli
krzywa wet) jest zamknieta. Tak jest w przypadku przedstawionym na górnym rysun-
ku. Na ogól jednak koniec krzywejzet) jest rózny odZo. Gdy np. wet) = r' eit,

gdzie O ~ t ~ 2n, to zet) = Zo+ it, gdzie O ~ t ~ 2n, nie jest krzywa zamknieta.
Liczba Zo, taka, zee"O = Wonazywa sie logarytmem liczbyWo.Czesc urojonato
liczby Zo nazywa sie argumentem liczbyWo.Stad tez róznica miedzy koncem
krzywej zet) a jej poczatkiem nazywa sie przyrostem logarytmu na krzywejwet).
Przyrost argumentu na krzywejwet) definiujemy jako czesc urojona przyrostu
logarytmu. W ostatnim przykladzie przyrost logarytmu wynosil2ni, a przyrost
argumentu wynosil2n. W przypadku ogólnym przyrost logarytmu jest równy
2kni, a przyrost argumentu jest równy2kn, gdzie k jest pewna liczba calkowita.
Liczba k nie zalezy od poczatkuZo krzywej zet) (dlaczego?) i nazywa sie indeksem
ind wet) krzywej zamknietejwet). Wskazuje ona, ile razy krzywawet) "obiega"
punkt O.

Krzywajest to ciagla funkcja
z(t) = x(t)+ iy(t), okreslona
w domknietym przedziale
I = <a, b>. Nietrudno przekonac
sie, ze funkcjaz(t) jest ciagla
wtedy i tylko wtedy, gdy ciagle
sa obie funkcje rzeczywiste
x(t), y(t). Jesli koniec z(b)

krzywej pokrywa sie z jej
poczatkiem z(a), to mówimy,
ze krzywa jest zamknieta.
Zbiór z(/) zawarty
w plaszczyznie Gaussa nazywa
sie obrazem krzywej i jest
niekiedy mylony z sama
krzywa z(t), t E I.
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l+cost+cos2t+ ... +cosnt =

sint+sin2t+ ... +sinnt =
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Niech W1 (t), w2(t) beda dwiema krzywymi zamknietymi, którym odpowiadaja
krzywe z1(t) i Z2 (t). Równosc

eZ1(t)+Z2(t)= eZ1(t)eZ2(t)= w1 (t)w2(t)

pokazuje, ze krzywejW1(t)W2(t) odpowiada krzywa ZI(t)+Z2(t). Wynika stad
nastepna bardzo wazna wlasnosc indeksu:

ind (W1(t)W2(t)) = indw[(t)+indw2(t).

Druga wlasnosc indeksu zaobserwowalismy juz wczesniej. Mianowicie, jesli
zamknieta krzywa wet) nie przecina pólprostej dodatniej (lub ujemnej), to

indw(t) = O.

Zobaczymy teraz, w jaki sposób z tych dwu wlasnosci indeksu wynika
nastepujace

podstawowe twierdzenie algebry:

Kazdy wielomian

(2) W(z) = anzn+ ... +ao, n > O, an i= O

o wspólczynnikach zespolonych posiada zespolony pierwiastek.

Bedziemy rozumowac nie wprost. Przypuscmy, ze wielomianW nie posiada
pierwiastka. Wynika stad, ze krzywaW(reit), gdzie r ~ O, zas O ~ t ~ 2n, nie
przechodzi przezO, a wiec posiada okreslony indeks. Indek~ ten zmienia sie
w sposób ciagly wraz zr, a bedac zawsze liczba calkowita musi miec te sama
wartosc dla kazdegor. Dla r = O krzywa W(reit) redukuje sie do stalej, a wiec
indeks ma wartosc zero .

. W W d' W n W an-I aoTymczasem pISZaCW = 1 2, gZIe 1 = z, 2 = an+ -- + ... +-n
Z z

stwierdzamy, ze dla duzychr indeks ma wartosc n. Rzeczywiscie, dla
duzych wartosci bezwzglednych zmiennej z, wartosciW2 malo róznia sie odan

i wobec tego nie naleza do pólprostej dodatniej lub nie naleza do pólprostej
ujemnej. Stad, dla duzychr, ind W2(reit) = O. Ale ind W1 (reit) = nindreit = n.
Zatem

ind W(reit) = n + O = n.

Otrzymalismy sprzecznosc z warunkiemn > O, a wiec dowód zostal zakonczony.

Raz jeszcze urojonei sprawilo niespodzianke, i to niespodzianke duzego
kalibru. Powolane do istnienia wylacznie w zwiazku z klopotami
z rozwiazaniem prosciutkiego równania (1), odwdzieczylo sie w sposób
przewyzszajacy wszelkie oczekiwania. Równanie (2) moze nie miec pierwiastka
rzeczywistego, ale na pewno posiada pierwiastek postacia + hi. Przyznacie, ze
takiego sprzymierzenca mozna nawet polubic. A moze warto nawet ... poznac
go troche lepiej.
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redaguje dr Jedrzej JEDRZEJEWSKI

F3. Do wykonania dziennych zadan pozostalo
listonoszowi doreczenie jednej przesylki do
któregos z domów przy ulicyA~C'.Ulica
ta biegnie wzdluz placu, w którego narozniku
(punkt A) znajduje sie urzad wydajacy
przesylki. W punkcie C placu przy ulicy
CC', biegnacej prostopadle doA'C' i takze
wzdluz tego samego placu, znajduje sie urzad
C, do którego listonosz musial dostarczyc
pokwitowanie odbioru przesylki. Listonosz
wybral sobie adresata (punktB) w taki
sposób, zeby przebyc traseABC
w naj krótszym czasie. Ciezar niesionej
paczki obniza predkosc marszu listonosza
n = trzykrotnie w stosunku do predkosci
marszu z listem lub bez paczki. Czy przesylka
byla paczka, czy list, jezeli wiadomo, ze
kierunek wybranej przez niego drogi
(odcinek AB) tworzy z ulica A'A kat
0(0 = 30°? Zakladamy ponadto, ze listonosz
do i od adresata porusza sie po prostych
i ruchem jednostajnym.
Rozwiazanie na str. 13

redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

vi niniejszym numerze podajemy trzy'
zadania, które mieli rozwiazac uczestnicy
Zaocznej Szkoly Matematycznej przy
Uniwersytecie Moskiewskim.
M7. Student w ciagu pieciu lat studiów zdal
31 egzaminów. Na kazdym roku studiów
zdawal wiecej egzaminów niz na roku
poprzednim. Liczba egzaminów na roku
piatym byla trzy razy wieksza od liczby
egzaminów na roku pierwszym. Ile
egzaminów zdawal student na roku
czwartym?
Rozwiazanie na str. 14.
MS. Równolegle boki trapezu równoramienne-
go maja dlugosci 4 cm i 8 cm, pole trapezu
wynosi 21cm2• Który bok trapezu przecina
dwusieczna kata przy wiekszej podstawie?
Rozwiazanie na str. 2.
M9. Czy suma odleglosci punktu lezacego
wewnatrz czworokata wypuklego od
kazdego jego wierzcholka moze byc
wieksza od jego obwodu?
Rozwiazanie na str. 15.


