O dobrym porzadku pisze

Rozwigzanie zadania M7
Niech xj (j= 1,2, 3, 4, 5) oznacza liczbg

cgzaminow, kidre student mial zdaé na j-tym

roku studiow. Ma wiee byé

(n 0 < x; < x5 < X5< X4 < Xs,
(2) Xyt Xatxztagtas =31,
(1) Ixg = 25,

(4) liczby xj sq calkowite.
MNajpierw ustalimy, czemu réwna sic x,.

Jezeli x; = 1, to x4 = 3 i nie moina znalezé

liczb spelniajgcych warunki (1) i (4). Jezeli
X; = 2, to x5 = 6; woHwczas na mocy
warunku (1) znajdujemy x; = 3, x5 = 4.
x4 = 5 i liczby te nie spelniajg warunku (2)
Jeieli xy = 4, to x4 = 12, a ponadto

x32= 5, x326,x; =7 Wowczas

Xyt Xyt Xat Xt xs = 4+5464+T7+12 =
co przeczy warunkowi (2).

Jeteli x; = 3, to x5 = 9. Migdzy 3a 9

34,

znajduje sig pigé liczb calkowitych: 4, 5, 6, 7, 8.

Spoirdd nich trzeba tak wybraé wartosci X3

X3, X, by ich suma byla réwna

31-3—9 = 19, Jedeli x, < 7,
lWoxs<6ix;=< Soraz x2+x;3+x < 18.
Mousi wige byé x; = 8 (liczb x5 i x5

nie mozna okredli¢ jednoznacznie;

84 to 417 lub 5i6).
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Ten uporzadkowany cigg symboli
dowodzi niezbicie naszej hipotezy
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prof. dr Andrzejf MOSTOW SKI, czlonek rzeczywisty PAN

Z pierwszej czedei tego artykutu, zamieszczonej w numerze 2, mégt Czytelnik sie
dowiedzie¢, co to takiego jest porzadek i jaki porzadek nazywamy dobrym.

Sama jednak definicja nie pozwala w pelni zorientowa¢ sig, czym sg zbiory dobrze
uporzadkowane. Oto kilka wlasnosci i zastosowan tego pojecia:

1. Liczby porzadkowe. Postarajmy si¢ najpierw uzmyslowi¢ sobie strukture zbioru
dobrze uporzadkowanego A. Jesli jest on niepusty, to ma element pierwszy,
nazwijmy go xo. Jesli w A4 s3 jeszcze inne jakie$ elementy, to tworzg one
podzbidr A, ktéry ma element najwcze$niejszy, oczywicie rézny od x, ; nazwiemy
g0 x,. Jesli x, i x, jeszcze nie wyczerpujg zbioru 4, to jest w A element
najwczesniejszy rézny od x, i x, ; nazwiemy go x, itd. Postgpowanie to koriczy
si¢ po skonczonej liczbie n krokéw, o ile zbiér A jest skoficzony i ma n
elementéw. Zbiér A sklada si¢ wtedy z elementdéw x,, X, ..., Xn_,
uporzadkowanych tak, ze xo < g x; < g ... < g Xn_s.

Jesli zbidr A nie jest skoriczony, to ma on elementy x,, Xy, ..., X,, ... dla kazdego
naturalnego », uporzadkowane tak jak liczby catkowite nieujemne, tj. tak, ze
XoS g X1 S p X2 S g... € g X < g-... Elementy te mogg wyczerpywac caly

zbidr A; méwimy wtedy, Ze ma on typ w; sg jednak i takie zbiory, w ktérych
istnieja dalsze elementy w ilosci skofczonej lub nie. Za wszystkimi elementami
x nastgpuje wtedy nowy element x,,, za nim dalszy, oznaczany przez Xy, itd.
(Por. przyktady (v) i (iii) z pierwszej czesci artykutu).

Do przeliczania zbioréw skonczonych stuza nam liczby catkowite nieujemne

0, 1,2, .... Jak widzimy, do przeliczania zbioréw dobrze uporzadkowanych

stuzg ,.liczby” ogdlniejsze: widzieliémy, Ze précz liczb catkowitych nieujemnych
potrzebne nam byly ,,liczby” @, w+ 1 i dalsze, aby méc ponumerowaé nimi
elementy zbioru dobrze uporzadkowanego nieskoriczonego. Zbiory dobrze
uporzagdkowane prowadza zatem do uogdlnienia pojecia liczby naturalnej
(catkowitej nieujemne;j). Nowe ,,liczby”, do ktérych dochodzimy przez
rozwazanie zbioréw dobrze uporzadkowanych, nosza nazwe liczb porzadkowych.
Sa to ciekawe abstrakcyjne twory, badane w teorii mnogosci.

2. Indukcja pozaskonczona. Czytelnik zna z pewnoscig z kursu szkolnego
twierdzenie o indukcji matematycznej: niech T bedzie zbiorem liczb calkowitych
nieujemnych, takim, ze (I) 0 jest elementem T'; i ponadto spelniajacym dla
dowolnego x warunek (II) jesli x nalezy do T, to x+ 1 nalezy do T. Wéwczas T
zawiera wszystkie liczby catkowite nieujemne. Twierdzenie to stanowi podstawe
do tzw. dowodéw indukeyjnych: aby dowies§é, ze kazda liczba catkowita nieujemna
ma jaka$ wlasno§¢ W, wystarcza pokazaé, ze (I') 0 ma wlasnosé W; (II') dla
dowolnego x — jesli x ma wlasno$é W, to réwniez x+ 1 ma wlasno$é W.
Istotnie, jesli zaloZenia (I') i (II') sa spelnione, to zbiér T tych liczb catkowitych
nieujemnych, ktére majq wlasnosé W, speinia zatozenie (I) i (II) twierdzenia

o indukgji, a wigc zawiera wszystkie liczby catkowite nieujemne.

Twierdzenie o indukcji matematycznej daje sig uogélni¢ na dowolne zbiory
dobrze uporzagdkowane. Niech A4 bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym przez
relacj¢ <z i niech 7 bedzie podzbiorem A o nastgpujacej wlasnosci: dla
dowolnego x nalezgcego do A4, jesli kazdy element y rézny od x i poprzedzajgcy x
nalezy do T, to x nalezy do T; wéwczas T = A. Dowdd jest bardzo prosty:

niech X bedzie zbiorem tych elementéw A, ktére nie nalezg do T; poniewaz A
jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, wigc X, o ile nie jest puste, ma pierwszy
element x. Wowczas zaden element rézny od x i poprzedzajacy x nie nalezy do X,
to znaczy, ze kazdy taki element nalezy do 7. Z zalozenia x musi wigc by¢
elementem 7, a to jest sprzeczne z okre§leniem x. Zatem X jest puste, tzn.

= A

Udowodnione powyzej twierdzenie nosi nazwe twierdzenia o indukcji
pozaskoriczonej. Stanowi ono podstawg metody nazywanej indukcja
pozaskonczong, podobnej do zwyklej zasady indukcji i pozwalajacej ustala¢
wlasnosci elementéw zbioru dobrze uporzadkowanego. Metoda ta jest
nastgpujgca:

Aby dowies¢, ze wszystkie elementy zbioru dobrze uporzadkowanego A maja
Jjakas wlasno$¢ W, wystarczy sprawdzié, iz dla kazdego elementu x zbioru 4 —




z zaloZenia, ze wszystkie elementy poprzedzajace x i rézne od x maja
wlasno$¢ W — wynika, iz x tez ma wlasnos¢ W. Ta metoda dowodu jest czesto
stosowana w teorii mnogosci.

3. Wlasnosci mocy zbioréw dobrze uporzadkowanych. O zbiorze X mowimy,
ze jego moc jest nie wigksza od mocy zbioru Y, jesli istnieje funkcja wzajemnie
jednoznaczna o dziedzinie X i o zbiorze wartosci zawartym w Y. Jeéli zbiorem
wartosci tej funkcji jest caly zbior ¥, to mowimy, Ze zbiory X i Y majag moce
rowne.

W teorii mnogosci dowodzi si¢ szeregu ciekawych twierdzen o mocach zbioréw
dobrze uporzadkowanych. Nie bedziemy ich tutaj dowodzili, ale wymienimy
kilka najwazniejszych. We wszystkich podanych nizej twierdzeniach 4 i B
oznaczajg zbiory dobrze uporzadkowane, przyczem moc B jest niewigksza niZ
moc A, a zbidr A jest nieskonczony.

Twierdzenie o mocy kwadratu: Zbiér wszystkich par uporzadkowanych

(a’, @), gdzie a’, @'’ przebiegaja elementy zbioru 4, ma moc rowng mocy A.
Twierdzenie o mocy sumy: Suma zbioréw 4 i B ma moc réwng mocy A.
Twierdzenie o mocy iloczynu: Jesli zbidr B jest niepusty, to zbidr wszystkich par
uporzadkowanych (a, b), gdzie a przebiega zbidr A, za$ b zbiér B, ma moc
...jako aksjomal przyjmiemy, e rowna mocy A.

wszystko da si¢ dobrze uporzadkowac. 4 Problem dobrego uporzadkowania. Uwagi o podstawach teorii mnogosci.
Podane wyzej twierdzenia pokazuja, ze o zbiorach dobrze uporzadkowanych
i zwlaszcza o ich mocach umiemy udowodni¢ wiele interesujacych faktow.
Nasuwa si¢ pytanie, czy fakty te pozostaja prawdziwe dla dowolnych zbioréw.
Odpowiedz twierdzaca na to pytanie wynika z nastgpujacego zasadniczego
wyniku:

Twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu: dla kazdego zbioru X istnieje relacja R
dobrze porzadkujgca zbidr X.

Twierdzenie to wymaga do dowodu tzw. pewnika wyboru, ktéry sformutowany
byt explicite w poczatku obecnego stulecia wia$nie przy okazji dowodu
twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu i ktory dal okazje do przeprowadzenia
doglebnej dyskusji nad podstawami teorii mnogosci. Z dyskusji tej wynikato
jasno, ze nie wszyscy matematycy sa zgodni co do zalozen, jakie przyjmuje si¢
dla zbiorow, w szczegolnodci niektorzy uwazali, ze nie ma zadnych powodéw,
ktore sklania¢ nas powinny do przyjmowania pewnika wyboru za zdanie
prawdziwe. Poniewaz pewnik wyboru {atwo wynika z twierdzenia o dobrym
uporzadkowaniu, wigc matematycy kwestionujacy prawdziwos$¢ pewnika wyboru
kwestionujg tym samym prawdziwos¢ twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu.

Wigkszo$¢ matematykow przyjmuje wprawdzie pewnik wyboru i twierdzenie
o dobrym uporzadkowaniu za prawdziwe, jednak przyjecie tych zalozen nie
usuwa wszystkich trudnosci, jakie wystapily w teorii mnogosci.

Teoria zbioréw dobrze uporzadkowanych pozwolita wige uzyskac wielkie postepy
w teorii mnogosci, ktore uczynily z niej sprawne narzedzie do badania innych
dzialéw matematyki, a takze doprowadzita, wespét z innymi dziatami teorii
mnogosci, o ktérych tutaj nie mieliSmy okazji wspomina¢, do powstania nie
rozwigzanych jeszcze, a pasjonujacych problemdw, dotyczacych podstaw teorii
mnogosci i ogdlnej filozofii matematyki.

Rozwigzanie zadania M9

Odpowicdi jest twicrdzgca.

Idea dowodu jest nastepujaca. Wierzcholki A, B, C czworokgta umieszczamy jeden blisko drugicgo, zas czwarty
wierzcholek D oraz punkt wewngtrzny P — tez blisko jeden drugiego, lecz daleko od A, B, C. Niech [ bedzie
odlegloicia migdzy ,,micjscem’’, gdzie znajduia sig punkty A, B, C, od ,,miejsca”, gdzie znajduja sig¢ D i P, Wowczas
AB=0,AC=0,CD=LDB=,PA=I.PB=|,PCx= |, PD=0, AB+BD+DC+CA = 2I,

PA+ PB+ PC+ PD = 31

Oczywiicie nie jest to scisty dowdd. Jezeli redagujemy na przykiad rozwigzanie zadania olimpijskiego, to powinno ono
wygladaé w nastgpujacy sposob:

Na prostej k obieramy punkty 4, M, O i D leigce w podanej kolejnosci i tak, 22 AM = 0D = |, MO = 10. Przez
punkt M prowadzimy prostg p prostopadlg do k i na p, po réénych stronach prostej k, obieramy takie punkty 8i C,
#e MB = MC = 1 (Czytelnik zechce wykonaé rysunek). Wawczas AB = AC = ¥2,BD = €D = Y1 +121 = y122.
OA = 11,0B = OC = {101, OD = |. Wykatemy, ic OA+ OB+ O0C+OD > AB+ BD+ DC+ CA, tan.
12+2 101 > 2§2 +2 1122, co jest rownowazne nierdwnodci 6 2 > Y122 — Y 101. Poniewaz /2 < 2. wiec
— - — 2—- 10 21 21
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Y122 + Yol Vi2z + yion 2 Y100 20

= 1 .

Wykazalismy wige, 7e 6— )2 > 4> 2 > Y122 =y 101
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