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Blad na str. lO polega na tym. ze równanie

y'+y-(m+2) = Omoze miec dwa

rozwiazania, choc uklad bedzie mial jedno

rozwiazanie; jednej z wartosciy moze nie
odpowiadac zadna wartoscx.
Poprawne rozwiazanie jest nastepujace:
jezeli liczby x, y spelniaja uklad,

to liczby -x,y tez go spelniaja. Uklad ma wiec

jedno rozwiazanie tylko wtedy, gdyx = O

i wówczas y = 2. Jedynym rozwiazaniem jest

wówczas x = O, Y = 2 czyli musi byc m = 4.--
Odpowiedz na pytanie 1 ze str. 15.

W osrodku niejednorodnym wartosci

bezwzgledne indukcji BA, BB, Be nie musza

byc równe.

Rozwiazemy szesc bardzo prostych zadi1n. Sformulowanie kazdego zadania bedzie inne, w kazdym
zadaniu bed.ziemy zajmowali sie innymi obiektami: w jednym przeksztalceniami plaszczyzny,
w innym liczbami, w jeszcze innym dniami tygodnia. ZwrÓCmy jednak baczna uwage
na rozwiazania tych zadan. Sa one bardzo pod.obne. Moze to podobienstwo pozwoli na
wprowadzenie schematu, który bedzie obejmowal rozwiazania wszystkich szesciu zadi1n?
Rozpatrzmy obrót plaszczyzny dokola ustalonego punktuO o kat 45°. Jakim przeksztalceniem
plaszczyzny jest 100-krotne zlozenie tego obrotu?
Poniewaz 100= 12·8+4, a osmiokrotne zlozenie danego obrotu jest przeksztalceniem
tozsamosciowym, wiec w wyniku100-krotnegozlozenia obrotu o 45° otrzymamy przeksztalcenie
identyczne z obrotem o 4, 45°= 180°
Jaka najmniejsza wielokrotnosc liczby 6 jest podzielna przez 8? Ile róznych reszt z dzielenia
przez 8 mozna otrzymac rozpatrujac wszystkie wielokrotnosci liczby 6?
Liczba 6njest podzielna przez 8, gdyn jest podzielne przez 4. Wobec tego najmniejsza liczba
spelniajaca warunki zadania jest 24. Poniewaz 6= O' 8+6, 2· 6= l· 8+4, 3, 6= 2· 8+2,
4, 6 = 3, 8, wiec z pewnoscia sa co najmniej cztery rózne reszty:O, 2, 4, 6. Dla stwierdzenia,
ze sa to wszystkie mozliwe reszty, przeprowadzimy nastepujace rozumowanie: zauwazylismy
poprzednio, ze6nprzy n podzielnym przez 4 dzieli sie bez reszty przez 8; gdyn = 4k+l, to
6n = 6(4k+l) = 24k+6 - ta liczba daje przy dzieleniu przez 8 reszte 6; gdyn = 4k+2,
to 6n = 24k+12 - tu otrzymamy reszte 4; gdy zasn = 4k+3, to 6n =" 24k+18 - tu reszta
jest 2. Widzimy wiec, ze przy kolejnych wielokrotnosciach liczby 6, reszty z dzielenia przez 8
powtarzaja sie cyklicznie:0,6,4,2. Reszt jest zatem dokladnie cztery.

l
Niech T oznacza przesuniecie plaszczyzny o wektorw, którego dlugosc wynosi -. Ile razy nalezy8
powtórzyc to przeksztalcenie, by otrzymac przesuniecie o wektor, którego dlugosc jest liczba
calkowita? Co mozna powiedziec o n-krotnym zlozeniu przesuniecia T?l
Szukamy takiej liczby naturalnejn, by - . n bylo liczba calkowita. Oczywiscien musi byc liczba8
podzielna przez 8. Najmniejsza taka liczba jest wlasnie 8. Jeslin nie jest liczba podzielna przez 8;
n = 8k+r (r = 1,2, ...,7), to n-krotne zlozenie przesuniecia T jest przesunieciem o wektor,

l . r ' r
którego dlugosc wynosi - (8k+r) = k+-. Dlugosc ta rózni sie od liczby calkowitej0-.

888
Kazdy z30 uczestników obozu harcerskiego kolejno pelni godzinna warte. Najmlodszy z nich
pierwszego dnia pelnil warte w godzinach 12-13. W jakich godzinach przypadnie jego szósta
kolejna warta?
Interesujaca nas zmiana warty nastapi po150godzinach (150= 30, 5, a wszyscy harcerze musza
pelnic warte pieciokrotnie). Doba ma 24 godziny;150=6· 24+6, a wiec nastepna warta wypadnie
po uplywie szesciu dni o 6 godzin pózniej od pierwszej warty. Bedzie to wiec godzina 18. Nietrudno
zauwazyc, ze kazda nastepna warta wypada mu o szesc godzin pózniej niz poprzednia; godziny jego
dyzurów sa 12-13, 18-19,O-l, 6-7 (oczywiscie kazdego dnia bedzie mial najwyzej jedna warte).
l stycznia 1974 r. wypada we wtorek. Jakim dniem tygodnia bedzie 31 stycznia 1974 r? Jakim
dniem tygodnia bedzie setny dzien 1974 r?
Od l stycznia do 31 stycznia uplynie30dni. Poniewaz 30 = 4, 7+2, wiec numer dnia tygodnia
zmieni sie o 2; interesujacym nas dniem bedzie czwartek. Podobnie 99= 14, 7+1, wiec setnym
dniem 1974 r. bedzie sroda (l0.IV.74).
Jaka jest ostatnia cyfra liczby21001?
Rozpatrzmy kilka kolejnych poteg liczby 2:2,4,8,16,32,64,128,256, ...Ostatnie cyfry tych
liczb powtarzaja sie cyklicznie 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, 2, ... , przy czym mamy tu nastepujaca regule:
ostatnia cyfra liczby2n jest 2, gdyn = 4k+l, 4 - gdy n = 4k+2, 8 - gdy n = 4k+3,
6 - gdy n = 4k. (Skrupulatny Czytelnik nie omieszka przeprowadzic dokladnego dowodu
indukcyjnego tego faktu). Wobec tego liczba2t001 ma ostatnia cyfre 2, bo1001= 250· 4+1.

Czytelnik, który cierpliwie doczytal do tego miejsca, bez watpienia zauwazyl wspólny schemat
wszystkich szesciu rozwiazi1n. W kazdym bowiem zadaniu mielismy do czynienia z taka sytuacja,
ze pewna wielokrotnosc wyjsciowego elementu byla mu równa; nastepne wielokrotnosci powtarzaly
sie cyklicznie. Zbudujmy prosty model ilustrujacy te sytuacje: Ustalmy liczbe naturalnan
i w zbiorze O,l, ... ,n-l okreslmy dzialanie EBwedlug nastepujacej reguly:
aEBb= reszta z dzielenia(a+b) przez n.
Zbiór O,l ... , n-l wraz z okreslonym wyzej dzialaniem nazywamy grupa cykliczna Cno Dzialanie
w grupie Cn jest okreslone w ten sposób, ze kazdy element tej grupy jest wielokrotnoscia elementul.
2 = l EBl, 3 = l EBl EBl, ... , n-l = l EBl EB... EBl, O= l EBl EB... EBl;

--rn-='iGazY' n r;;'Y-
nastepne wielokrotnosci powtarzaja sie cyklicznie.
PowrÓCmy jeszcze na chwile do rozwiazanych poprzednio zadan:l.
Powtarzanie obrotu o 45° odpowiada dodawaniu elementul grupy Cs do siebie.
l EBl EB... EBl = 4---~-----

100razy
2.
W grupie Cs 6EB6= 4, 6EB6EB6= 2, 6EB6EB6EB6= O, 6EB6EB6EB6EB6= 6, nastepne
wielokrotnosci powtarzaja sie cyklicznie. Równosc 6EB6EB6EB6= O jest równowazna temu, ze
6+6+6+6 dzieli sie przez 8.
3.
Poniewaz interesuja nas tylko czesci ulamkowe dlugosci wektora przesuniecia, bedacego
wielokrotnoscia przesuniecia T, wiec mozemy dodawac wielokrotnosci wektoraw tak, jak
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Wielosciany gwiazdziste

'---~---
09 razy

6.
Stwierdzilismy, ze ostatnie cyfry liczby 2" powtarzaja sie cyklicznie przy zmianien o 4. Mozna
wiec zastapic wykladnikn przez element
1 Ef>1 Ef>... Ef>1 grupy C4, a 1 Ef>1 Ef>... Ef>1 = 1.

n razy J""'(j(j(;;;y'-
Stad ostatnia cyfra jest 2.
Jak wiec widzimy, rozwiazanie kazdego z naszych zadan polegalo na wykonaniu pewnych dzialan
w odpowiednio dobranej grupie cyklicznejCn.

elementy Cs:k· w+/· w = (ktJJ/)· w. Stad dlan = 8k+r(0 ~ r < 8) czesc ulamkowa dlugosci
1

wektora n . w wynosi r . -.8
4.
W grupie C24 (doba ma 24 godziny)l Ef>l Ef>... Ef>1 = 6.'-- ~

150 razy
Oznacza to, ze termin nastepnej warty wypada o 6 godzin pózniej niz warty poprzedniej. W tej
samej grupie 6Ef>6Ef>6Ef>6Ef>6= 6, wiec szósta warta wypadnie o 6 godzin pózniej niz pierwsza.
5.
Numery dni tygodnia nalezy dodawac tak, jak elementy grupyC7• W tej grupie
1Ef>1Ef> ... Ef>1=2 a IEf>IEf> ... Ef>l=1

Jesli przy definiowaniu wielokata zrezygnujemy z warun}cu, aby lamana tworzaca
go byla zwyczajna, otrzymamy nowa klase wielokatów foremnych,
tzw. gwiazdzistych.

Co otrzymamy, jesli pójdziemy dalej i dopuscimy, aby takie wielokaty byly
scianami wieloscianów, rezygnujac przy tym z analogicznego. warunku, który
scianom wieloscianów nie pozwalal przecinac sie ze soba? Otóz wtedy do grona
znanych nam wieloscianów foremnych (czworoscian, szescian, osmioscian,
dwunastoscian i dwudziestoscian foremny) dojda jeszcze cztery.

Zauwazmy, ze jezeli w pieciokacie foremnym odpowiednio przedluzymy boki,
to otrzymamy pieciokat foremny gwiazdzisty. Wykorzystamy to przy konstrukcji
pierwszego wieloscianu. Wezmy wiec dwunastoscian foremny, którego scianami sa
pieciokaty i przedluzmy jego krawedzie az do ich przeciecia. Otrzymamy w ten
sposób dwunastoscian gwiazdzisty maly. Pamietajmy czym sa jego sciany! Poniewaz
lamana, która tworzy pieciokat gwiazdzisty, nie rozcina plaszczyzny na dwie
rozlaczne figury, wiec nie mozemy tu mówic o wielokacie, jako o czesci
plaszczyzny ograniczonej lamana. Tak wiec wieloscian ten jest zbudowany
wylacznie z odcinków.

Drugi z kolei wieloscian, dwunastoscian wielki, otrzymamy przedluzajac
odpowiednio, równiez w dwunastoscianie foremnym, jego sciany. Scianami jego
beda "normalne" pieciokaty, ale jak juz wspominalismy, beda sie one ze soba
przecinaly.

Poniewaz obydwa te wielosciany sa bardzo efektowne, warto wykonac ich modele.
Model pierwszego, zgodnie z poprzednimi uwagami, nalezaloby wykonac wlasciwie
z drutu, patyczków itp. Byloby to jednak trudniejsze technicznie, dlatego
skonstruujemy model taki jak na rysunku, pamietajac jednak, ze naprawde licza sie
tylko krawedzie. Nie bedziemy podawac calej jego siatki, gdyz latwiej jest wykonac
dwanascie ostroslupów i nastepnie polaczyc je np. tasma samolepiaca. Siatke
jednego ostroslupa tworzy polowa dziesieciokata foremnego, czego latwy dowód
pozostawiamy Czytelnikowi.

Przy drugim modelu bedziemy sie musieli nieco wiecej napracowac. Mozna
wprawdzie wyciac siatke i skleic wieloscian, jednak wplyneloby to ujemnie na jego
trwalosc. Dlatego proponujemy wyciac trzydziesci przystajacych rombów o kacie
ostrym 72°, naciac i zgiac wzdluz dluzszej przekatnej, a nastepnie, ·kierujac sie
rysunkiem, skleic model.

Jesli, jako punkt wyjscia wezmiemy dwudziestoscian foremny, w podobny sposób
otrzymamy dwa pozostale wielosciany.

Uwazny Czytelnik po sklejeniu obu modeli na pewno zauwazy, jaki zachodzi
zwiazek pomiedzy tymi wieloscianami.

dwunastoscian gwiazdzisty maly

pieciokat foremny gwiazdzisty

dwunastoscian wielki

Lamana zwyczajna to taka, która
(mówiac po prostu) nie przecina sie
sama ze soba.

J. B.
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