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Biad na str. 10 polega na tym, Ze réwnanie

4 yp—=(m+2) = 0 mote mie¢ dwa
rozwigzania, choé uklad bedzie mial jedno
rozwigzanie, jednej z wartosci y moze nie

odpowiadaé zadna wartoé x.

Poprawne rozwigzanie jest nast¢pujgee:
jezeli liczby x, y spelniaja vkiad,

to liczby —a,y tei go speiniajn. Uklad ma wigc

jedno rozwigzanie tylko wtedy, gdy x = 0

i wowezas y = 2. Jedynym rozwia i Jest

dr Maciej BRYNSKI

Rozwigzemy szes¢ bardzo prostych zadarn. Sformutowanie kazdego zadania bedzie inne, w kazdym
zadaniu bedziemy zajmowali si¢ innymi obiektami: w jednym przeksztalceniami plaszczyzny.
w innym liczbami, w jeszcze innym dniami tygodnia. Zwr6émy jednak baczna uwage

na rozwiazania tych zadan. Sa one bardzo podobne. Moze to podobienistwo pozwoli na
wprowadzenie schematu, ktéry bedzie obejmowal rozwigzania wszystkich szesciu zadan ?
Rozpatrzmy obrot plaszczyzny dokola ustalonego punktu 0 o kat 45°, Jakim przeksztalceniem
plaszczyzny jest 100-krotne zlozenie tego obrotu?

Poniewaz 100 = 12 - 844, a o§miokrotne zlozenie danego obrotu jest przeksztalceniem
tozsamoéciowym, wigc w wyniku /00-krotnego zlozZenia obrotu o 45° otrzymamy przeksztalcenie
identyczne z obrotem o 4 - 45° = 180°

Jaka najmniejsza wielokrotnos¢ liczby 6 jest podzielna przez 87 Ile réznych reszt z dzielenia
przez 8 mozna otrzymacé rozpatrujac wszystkie wielokrotnosci liczby 67

Liczba 6n jest podzielna przez 8, gdy n jest podzielne przez 4. Wobec tego najmniejsza liczba
spetniajaca warunki zadania jest 24. Poniewaz 6 = 0-8+6, 2-6 =1-8+4, 3-6=2-8+2,
4-6 = 3-8, wiec z pewnofcia sg co najmniej cztery roézne reszty: 0, 2, 4, 6. Dla stwierdzenia,
Ze sa to wszystkie mozliwe reszty, przeprowadzimy nastgpujace rozumowanie: zauwazyliSmy
poprzednio, Ze 6n przy n podzielnym przez 4 dzieli si¢ bez reszty przez 8; gdy n = 4k-1, to
6n = 6(4k+-1) = 24k-+6 — ta liczba daje przy dzieleniu przez 8 reszte 6; gdy n = 4k-+-2,

to 6n = 24k 12 — tu otrzymamy reszte 4; gdy zas$ n = 4k-+ 3, to 6n = 24k 18 — tu reszta
jest 2. Widzimy wiec, Ze przy kolejnych wielokrotnosciach liczby 6, reszty z dzielenia przez 8
powtarzaja sig¢ cyklicznie: 0, 6, 4, 2. Reszt jest zatem dokladnie cztery.

1
Niech T oznacza przesuniecie plaszczyzny o wektor w, ktorego dlugo$é wynosi e Ile razy nalezy

powitbrzy¢ to przeksztalcenie, by otrzymaé przesunigcie o wektor, ktérego dhugosé jest liczba
catkowita? Co mozna powiedzie¢ o n-krotnym zlozZeniu przesuniecia T?

Szukamy takiej liczby naturalnej n, by 7 - n bylo liczba catkowita. Oczywiscie n musi by¢ liczbg

podzielna przez 8. Najmniejsza taka liczba jest wlasnie 8. Je§li n nie jest liczba podzielna przez §8;
n=8k+r(r=1,2,...,7), to n-krotne zlozenie przesuniecia T jest przesunieciem o wektor,

1
ktorego diugoéé wynosi 7 (8k—+r) = k+ % Dlugosé ta rézni sie od liczby catkowitej o —;;

Kazdy z 30 uczestnikow obozu harcerskiego kolejno pelni godzinna warte. Najmlodszy z nich
pierwszego dnia peinit warte w godzinach 12—13. W jakich godzinach przypadnie jego szdsta
kolejna warta?

Interesujaca nas zmiana warty nastapi po /50 godzinach (150 = 30- 5, a wszyscy harcerze musza
peini¢ warte pieciokrotnie). Doba ma 24 godziny; 150=6- 246, a wigc nastepna warta wypadnie
po uplywie szesciu dni o 6 godzin p6zniej od pierwszej warty. Bedzie to wiec godzina 18. Nietrudno
zauwazyé¢, ze kazda nastgpna warta wypada mu o sze$¢ godzin poZniej niz poprzednia; godziny jego
dyzuréw sg 12—13, 18—19, 0—1, 6—7 (oczywiscie kazdego dnia bedzie miat najwyzej jedna warte).
1 stycznia 1974 r. wypada we wtorek. Jakim dniem tygodnia bedzie 31 stycznia 1974 r? Jakim
dniem tygodnia bedzie setny dzien 1974 r?

Od 1 stycznia do 31 stycznia uplynie 30 dni. Poniewaz 30 = 4 - 742, wiec numer dnia tygodnia
zmieni si¢ o 2; interesujacym nas dniem bedzie czwartek. Podobnie 99 = 14 - 7+ I, wigc setnym
dniem 1974 r. bedzie $roda (10.IV.74).

Jaka jest ostatnia cyfra liczby 219017

Rozpatrzmy kilka kolejnych poteg liczby 2: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256,... Ostatnie cyfry tych

liczb powtarzaja sig¢ cyklicznie 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, 2,..., przy czym mamy tu nastepujaca regule:
osiatnia cyfra liczby 2" jest 2, gdy n = 4k+1,4 —gdyn = 4k+-2, 8 — gdy n = 4k+ 3,

6 — gdy n = 4k. (Skrupulatny Czytelnik nie omieszka przeprowadzi¢ dokladnego dowodu
indukcyjnego tego faktu). Wobec tego liczba 2'%°* ma ostatnia cyfre 2, bo 1001 = 250 - 4+ 1.

Czytelnik, ktéry cierpliwie doczytat do tego miejsca, bez watpienia zauwazyt wspOlny schemat
wszystkich szedciu rozwigzan. W kazdym bowiem zadaniu mieli§my do czynienia z taka sytuacja,
7e pewna wielokrotnoé¢ wyjéciowego elementu byla mu réwna; nastepne wielokrotnosci powtarzaty
sie cyklicznie. Zbudujmy prosty model ilustrujgcy te sytuacje: Ustalmy liczbe naturalng n

iw zbiorze 0, I,..., n— I okre$§lmy dzialanie @ wedlug nastepujgcej reguly:

a@b = reszta z dzielenia (a+ b) przez n.

Zbior 0, 1..., n—I wraz z okreslonym wyzej dzialaniem nazywamy grupa cykliczna C,. Dzialanie
W grupie C., _]est okreslone w ten sposdb, ze kazdy element tej grupy jest wielokrotnoscia elementn 1,
2=1l,3=1@01l,..n—1=1810..®1, 0=101®..@I;

(n—1) razy n razy
nastepne wielokrotnosci powtarzajq sie cyklicznie.
Powr6¢my jeszeze na chwilg do rozwigzanych poprzednio zadan:

1z
Powtarzanie obrotu o 45° odpowiada dodawaniu elementu 7 grupy Cg do siebie.
1®1®...01=4

wowezas x = 0, y = 2 czyli musi byém = 4.

OdpowiedZ na pytanie 1 ze str. 15.
W odrodku niejednorodnym wartosci

bezwzgledne indukcji B4, Bs,

byé réwne.,

Bgc nie muszg

100 razy
2.
W grupie Cg 66 = 4, 666 = 2, 6D6P6R6 = 0, 6p6D6B6EE6 = 6, nastgpne
wielokrotnodci powtarzaja sie cyklicznie. Ré6wno$¢ 6@6@P6@6 = 0 jest rGwnowazna temu, ze
64666 dzieli sig przez 8.
3

P‘on,iu:wai interesuja nas tylko czefei utamkowe diugosci wektora przesunigcia, bedacego
wielokrotnoscig przesuniecia T, wiec mozemy dodawaé wielokrotnosci wektora w tak, jak



elementy Cg: k- w1 w = (k®/) - w. Stad dla n = 8k+r(0 < r < 8) cze$é utamkowa dlugosci
1
wektora n - w wynosi r* R

4.
W grupie C,4 (doba ma 24 godziny)

lIel®..8l1=6.
—— ———
150 razy
Oznacza to, Ze termin nastgpnej warty wypada o 6 godzin poZniej niz warty poprzedniej. W tej
samej grupic 66@6E6E6 = 6, wiec szésta warta wypadnie o 6 godzin pOZniej niz pierwsza.
S
Numery dni tygodnia nalezy dodawac tak, jak elementy grupy C;. W tej grupie
I@i®d..01=2 a I®l..01I=1
i e e s ——— e ———
30 razy 99 razy
6.
Stwierdziliémy, Ze ostatnie cyfry liczby 2" powtarzaja si¢ cyklicznie przy zmianie n o 4. Mozna

wigc zastapi¢ wykladnik n przez element

pieciokat foremny gwiaZdzisty 1®1®..®1grupyCy, a 1@IB...R1=1
e e ——— i —
n razy 1001 razy

Stad ostatnig cyfra jest 2.
Jak wiec widzimy, rozwigzanie kazdego z naszych zadan polegato na wykonaniu pewnych dzialan
w odpowiednio dobranej grupie cyklicznej Cy,.
- r - - r -
| Wielosciany gwiazdziste
Jeéli przy definiowaniu wielokata zrezygnujemy z warunku, aby famana tworzaca
go byla zwyczajna, otrzymamy nowa klase wielokatéw foremnych,
tzw. gwiazdzistych.
Co otrzymamy, jesli pdjdziemy dalej i dopuscimy, aby takie wielokaty byly
§cianami wieloéciandw, rezygnujac przy tym z analogicznego warunku, ktéry

§cianom wielo$ciandw nie pozwalal przecina¢ si¢ ze soba? Ot6z wiedy do grona
znanych nam wielo$cianow foremnych (czworoscian, szescian, o§mioScian,
dwunastoscian i dwudziestoscian foremny) dojda jeszcze cztery.

dwunastodcian gwiazdzisty maty

Lamana zwyczajna to taka, ktéra
(méwige po prostu) nie przecina sig
sama ze soba.

Zauwazmy, Ze jezeli w pigciokacie foremnym odpowiednio przedtuzymy boki,

to otrzymamy pigciokat foremny gwiazdzisty. Wykorzystamy to przy konstrukgcji
pierwszego wieloécianu. Wezmy wigc dwunastoscian foremny, ktérego $cianami sg
pieciokaty i przedluzmy jego krawedzie az do ich przecigcia. Otrzymamy w ten
sposob dwunastoscian gwiazdzisty maly. Pamigtajmy czym sa jego $ciany! Poniewaz
tamana, ktéra tworzy pigciokat gwiazdzisty, nie rozcina plaszczyzny na dwie
rozlaczne figury, wiec nie mozemy tu moéwic o wielokacie, jako o czesci
plaszczyzny ograniczonej famang. Tak wigc wieloscian ten jest zbudowany
wylacznie z odcinkow.

Drugi z kolei wielo$cian, dwunastoscian wielki, otrzymamy przediuzajac
odpowiednio, réwniez w dwunasto$cianie foremnym, jego $ciany. Scianami jego
beda ,,normalne™ pigciokaty, ale jak juz wspominaliémy, beda si¢ one ze soba
przecinaly.

Poniewaz obydwa te wielosciany sa bardzo efektowne, warto wykona¢ ich modele.
Model pierwszego, zgodnie z poprzednimi uwagami, nalezaloby wykona¢ wiasciwie
z drutu, patyczkdw itp. Byloby to jednak trudniejsze technicznie, dlatego
skonstruujemy model taki jak na rysunku, pamigtajac jednak, ze naprawdg licza sig
tylko krawedzie. Nie bgdziemy podawac calej jego siatki, gdyz tatwiej jest wykonac
dwanascie ostrostupdw i nastgpnie polaczy¢ je np. taSmg samolepiaca. Siatke
jednego ostrostupa tworzy polowa dziesigciokata foremnego, czego tatwy dowdd
pozostawiamy Czytelnikowi.

dwunastoscian wielki

Przy drugim modelu bgdziemy si¢ musieli nieco wigcej napracowa¢. Mozna
wprawdzie wycia¢ siatkg i sklei¢ wieloscian, jednak wplynetoby to ujemnie na jego
trwato$é. Dlatego proponujemy wyciaé trzydziesci przystajacych rombdw o kacie
ostrym 72° nacia¢ i zgia¢ wzdtuz dluzszej przekatnej, a nastgpnie, kierujac sig
rysunkiem, sklei¢ model.

Jesli, jako punkt wyjécia weZzmiemy dwudziesto$cian foremny, w podobny sposéb
otrzymamy dwa pozostale wieloSciany.

Uwazny Czytelnik po sklejeniu obu modeli na pewno zauwazy, jaki zachodzi
zwigzek pomiedzy tymi wieloscianami.
J. B.
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