Zadania olimpijskie

XV Migdzynarodowa Olimpiada Matematyczna
Moskwa 9 lipca 1973 r.

¥ Pu_nlft Q lezy na prostej [; OP, OP,, ...
..oy OPp s wektorami o dlugosci I, przy czym
wszystkie punkty P lezg na plaszczyinie
zawierajgcej prostg /i po jednej stronie

tej prostej.

Udowodnié, ze jezeli n jest liczbg nieparzystg,
to |OP,+ 0P+ ... +0Pyl> 1,

gdzie IWI — dlugosé wektora OM.

2. Rozstrzygnaé, czy istnieje skonczony zbidr
M zlozony z punktéw przestrzeni, nie zawarty
w jednej plaszezyznie i taki, ze dla kazdych
dwach punktow 4, B € M istniejg takie dwa
inne punkty C, D € M, e proste ABi CD

s3 rownolegle i rozne,

3. Znale#é minimalng wartoé¢ sumy a? +b3,
gdzie a i b sg liczbami rzeczywistymi,

dla ktérych rownanie

x¢4ax?tbxitax+1 =0

ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.
Na rozwigzywanie zadan przeznaczono

4 godziny.
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4. Saper ma sprawdzié, czy na polu o ksztalcie
trojkata rownob y (# z br )
znajdujg sie miny, Zaslqg dzialania jego
aparatu wykrywajgcego jest rowny polowie
wysokosci trojkata. Saper wyrusza z jednego
jego wierzchotka, Jaky droge powinien
wybraé, by byla ona najkrétsza i by zbadal
cale pole?

5. Niepusty zbidr G funkeji zmiennej
rzeczywistej x postaci f(x) = ax+b, gdzie

a i b sa liczbami rzeczywistymi, a# 0

spelnia nastgpujgce warunki:

1) jezelif,g G, tog-fe G

gdzie (g-f)(x) = g(f(x))

(zbidr jest domknigty ze wzgledu na
superpozycjg czyli skladanie funkcji),

2) jezeli f € G, gdzie f(x) = ax+b,

to funkcja odwrotna f-! € G,

gdzie [~1(x) = x;b %

3) dia kazdej funkcji f € G istnieje takie x,,
teﬂx,} = xp. Udowodnié¢, ze istnieje takie
k, ze f(k) = k dla kaidej funkcji f€G.

6. Niech ay, a3, ..., aa beda danymi liczbami
dodatnimi i ¢ dang liczbg rzeczywistg,

dia ktérej zachodzi nieréwnos¢ 0 < g < [.
Znale#t liczby rzeczywiste by, b3,..., b
spelniajgce warunki:

a) ag < by dla kazdego k od I don,

b,
blg < < ;" dla kazdego k od I do n—1,
1
)by +by+ ... by < ‘,+:'- (ay+as+ ... +ap).
Na rozwigzywanie zadan przeznaczono
4 godziny.
Liczba Liczba
WYNIKI nagréd  punktow
1 11 I
ZSRR 3T 3 254
Wegry 1 2 5 215
NRD — 3 4 188
Polska 2 # 174
Wielka Brytania I — 5 164
Francja — 3 1 153
Czechoslowacja — 1 4 149
Austria — — 6 144
Rumunia — 1 3 141
Jugostawia — — 5 137
Szwecja — 1 1 99
Holandia —_ — 2 96
Bulgaria —_— 1 96
Finlandia —_ -2 86
Mongolia — — 1 64
Kuba —_— 1 42

Reprezentacja Kuby byla mniej liczna — 5 osob,
wobec 8 reprezentantéw innych krajow.

Nasi na Olimpiadzie

Redakcja zwrocila sie z prosba o opisanie swoich wrazeid z Olimpiady do jednego z jej uczestnikéw
— Piotra Bermana. Oto jego relacja.

Miedzy 7 i 16 lipca br. brali§émy udziat w XV Migdzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej
w Moskyvie. Oprocz druzyny polskiej bylo jeszcze 15 innych druzyn, w tym dwie uczestniczace
po raz pierwszy — Francja i Finlandia.

Gdy w sobote wieczorem przylecieliémy do Moskwy, zostalismy zawiezieni do Hotelu
Uniwersyteckiego, nowoczesnego wiezowca opodal zabudowan Uniwersytetu im, Eomonosowa
(opodal tj. troche ponad kilometr, w Moskwie oznacza to bardzo blisko). Pokoje dostali§my
dwuosobowe, dos¢ obszerne, z tazienkami. W ogole locum bylo bardzo ladne, a sasiedztwo
przedstawicieli kilkunastu narodéw w jednym budynku sprzyjalo ozywionym kontaktom
migdzynarodowym.

Nazajutrz, czyli w niedzielg, odbyla si¢ przejazdzka po miescie. Moskwa sprawia wrazenie swoim
ogromem — o ile w Warszawie przebycie dziesigciu kilometréw w linii prostej z reguly
wyprowadza na wolna przestrzen, w Moskwie mozna przejechaé cale dziesiatki kilometréw wsréd
wysokiej zabudowy.

W poniedzialek rozpoczelo sig rozwiazywanie zadan. Zaraz po $niadaniu zaladowalismy si¢ do
autobuséw i pojechalismy z hotelu do szkoty, gdzie odbywaly sie zawody. Po wyshichaniu
krotkiego przemoOwienia, w ktorym czlonek radzieckiej Akademii Nauk Pedagogicznych

prof. Markuszewicz dodal nam otuchy, twierdzac, ze wszyscy wykonali juz jedno zadanie —
dojechali do miejsca (a trzeba przyznaé, Zze rozwiazanie bylo znowu nie tak krétkie, a droga do
wyniku weale kreta), zasiedliSmy w o$miu salach, gdzie czekaly na nas koperty z tekstami zadan
w ojczystym jezyku.

Pierwszego dnia zdecydowanie najtrudniejsze bylo zadanie trzecie. Zaden pomyst nie daje w nim
natychmiastowego rozwiazania, trzeba si¢ w nim bylo wykaza¢ takze sprawnoscia w liczeniu.
Natomiast zadanie drugie bylo latwe, ale zawierato ,,maly haczyk™: niektérzy dowodzili, ze
zbidr M nie istnieje, a wérdd nich byl m.in. Pawet Kroger, gwiazda poprzedniej Olimpiady.

Nastepnego dnia sytuacja byla podobna. Tez bylo zadanie zdecydowanie najtrudniejsze —szoste,
gdzie trzeba bylo wpas¢ na jeden, ale za to skomplikowany pomyst — i zadanie z ,,malym
haczykiem”, W tym przypadku (zadanie 4) haczyk polegal na tym, ze trzeba bylo udowodni¢ m.in.
pewien ,,oczywisty fakt” (ze saper po przej$ciu znalezionej juz optymalnej drogi rzeczywiscie zbada
cale pole). Zawodnicy polscy stracili na tym po 1—2 punkty.

Od momentu zakonczenia pisania zadan bujnie rozkwitato migdzynarodowe zycie towarzyskie.
Po pierwsze wypytywali$my sie wzajemnie, ile zadan zrobila kazda druzyna (jak si¢ okazalo,
niekt6rzy podawali zbyt duzo, za to Wegrzy byli przesadnie skromni) i jakie byly rozwiazania.
Nieco pozniej zaczeliSmy rozmawiaé takze na inne tematy, a po paru dniach matematyka byla
wspominana sporadycznie.

Ciekawa strona Zycia towarzyskiego byly ,,imprezy sportowe”, jak mecz pilki noznej Polska —
Jugostawia czy zawody brydzowe. Smutne nieco, ze co mogliémy, tosmy przegrali. I tak wynik
meczu Polska — I ugoslawm wynidst 2:4, w meczu brydza sportowego Wielka Brytama. — Polska
zajeliSmy drugie miejsce, a w zawodach brydzowych siedmiu par, pary polskie zajety miejsca 51 7
(zwycigzyli Francuzi, ponadto udziat w zawodach wziely: jeszcze jedna para Francuzéw, jedna
Szwedow, jedna Holendréw i mieszana para angielsko-finska). Mimo niewielkich sukceséw
wyniostem z tych spotkan bardzo mile wspomnienia.

Najwazniejsza pozycia programu byly wycieczki, Poza wzmiankowang juz przejazdzka po Moskwie
odbyla sie wycieczka statkiem po rzece Moskwie, zwiedzili§my Galerig Puszkina, bylismy

w posiadloéci hrabiéw Szeremetiewow w mle_]scowoécl Archangielskoje (do nich nalezato okolo
potowy pieknej kolekcji obrazéw impresjonistow z Galerii Puszkina), zwiedziliSmy zespoly
klasztoréw i cerkwi w Zagorsku (ikony Rublowa!) i Rostowie Wielkim oraz, z tlumaczka Gala,
zwiedzilismy Kreml i Galerig Tretiakowska.

Naj$wietniejszym akcentem pobytu w Moskwie byla uroczystosé rozdania nagréd. W Palacu
Pionieréw po przemoéwieniach i oklaskach odbylo sie wreczenie dyploméw, przerywane gestymi
owacjami. Wieczorem w hotelu odbyla sie uroczysta kolacja. Grata muzyka, Walery Gusiew,
najlepszy chyba $piewak wsrod matematykéw (jeden z organizatoréw) $piewal romanse cyganskie,
wszyscy taniczyli, szampan lat sie strumieniami ... powiedzmy strumyczkami. Nikt nie mogl sobie
przypomnieé réwnie wesolego zakonczenia Olimpiady.

ZadaliSmy tez dwa pytania Przewodniczacemu Delegacji Polskiej mgr Andrzejowi Makowskiemu
i jego zastepcy dr Maciejowi Brynskiemu.

Co Panowie mogq powiedzieé¢ o wynikach tegorocznej Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej?

W Olimpiadzie uczestniczylo 125 uczniéw z 16 krajéw, w tym tylko jedna uczennica (z Holandii).
Jury oglosito jak zwykle jedynie liste zdobywcow nagréd I, 11 i IT1 stopnia. Sposrod
uczestniczacych w Olimpiadzie naszych 8 uczniow nagrody I stopnia zdobyli Grzegorz
Andrzejezak z XIT LO w Lodzi i Piotr Berman z XIV LO w Warszawie, nagrody za$ Il stopnia
Wojciech Banaszczyk z XII LO w Lodzi, Maciej Lewenstein z XIV LO w Warszawie, Adam
Smolski z VI LO w Warszawie, Jerzy Weyman z IV LO w Toruniu. Potwierdzila si¢ w ten spos6b
zasada, ze uczen polski nie zdobywa I nagrody dwukrotnie. Gdyby zsumowa¢ liczby punktow
zdobytych przez uczestnikow poszczeg6lnych druzyn, to nasza ekipa znalazlaby si¢ na wysokim,
czwartym miejscu,

Jak Panowie oceniajq przygotowanie naszych uczniow do Olimpiady?

Zadanie 5, w ktérym wystepuja pojecia matematyki wspélczesnej nie sprawiato naszym uczniom
klopotéw, natomiast zadania bardziej tradycyjne, wymagajace diugich przeksztalcen i wyobrazni
rachunkowej (takie jak zad. 3 i 6) wypadly w naszej druzynie slabo.
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