Czy liczby rzeczywiste sa rzeczywiste ?
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Prazyjgliémy milczqgco, 2e p i ¢ s§ wazystkimi
pierwiastkami réwnania. Mode sig zdarzyé,
te p = g i rOwnanie ma jeszcze inny
pierwiastek, précz liczby p(= g). Naletaloby
postapié nasigpujgeo: warunki zadania
onaczajg, e p?+p-pt+g=0

i g*+pg+q = 0. Jest wigc g = —2p.

Z drugiego rébwnania wynika wigc, e
4p*—2p° —2p* = 0 cayli 2p*(2p* —p—1) = 0,

|
skgd p=0lub p= ] lub p = -3

Odpowiadajgce wartodci g to @, —2 i —~—;—.
W poréwnaniu z metods przedstawions
na str. 8 otrzymalifmy dodatkowo

. 1
rozwinzanie p = g = -

Liczby naturalne s3 niewatpliwie naturalne. Liczby catkowite niewatpliwie
zastuguja na nazwe ,,catkowite”. Liczby wymierne nalezaloby moze nazywaé
liczbami mierzacymi lub wymierzajacymi, bowiem wszystkie pomiary wykonujemy
w praktyce w liczbach wymiernych, zreszta nie tylko pomiary: wszelkie rachunki
na konkretnych liczbach wykonywane sa w praktyce wylacznie w obrebie

liczb wymiernych. Po co wigc wprowadzaé szersze, lecz znacznie trudniejsze pojecie
liczb rzeczywistych, skoro liczby wymierne wystarczaja w rachunkach?

Definicja liczb rzeczywistych nastrecza zawsze pewne trudnosci, wskutek tego

w podrecznikach szkolnych jest raczej przemycana, niZ precyzyjnie formulowana.

Pojecie liczby naturalnej jest fatwe do przyswojenia. Tak latwe, tak swojskie,

ze wydaje sig, iz liczby naturalne sa wzigte bezposrednio z otaczajacego §wiata
materialnego. Zapominamy na ogot, ze tatwo napisaé, nawet na malym kawatku
papieru, nazwe liczby naturalnej n, ktéra jest nierealizowalna w §wiecie
materialnym, tzn. dla ktdrej trudno podac przyktad n-elementowego zbioru
przedmiotdw realnych. Liczba n = 10001°°°'°® jest przyktadem takiej
nierealizowalnej liczby naturalnej. Poczatkowe liczby naturalne sa tatwo
wyobrazalne, nie mozna tego powiedzie¢ o liczbach bardzo duzych. Niemniej
zbidr N wszystkich liczb naturalnych mozna latwo zdefiniowaé.

Musi zawierac liczbg 1. Jeli zawiera liczbe n, to musi zawieraé takze

liczbg n+ 1. I nic wigcej, tzn. jest najmniejszym zbiorem o powyzszych dwu
wiasnosciach. Przytoczona definicja zbioru liczb naturalnych przypomina dowcip
o pakowaniu do pustej walizki chusteczek do nosa. Oczywiscie mozna tam
wlozy¢ jedna chusteczke. Wiadomo z praktyki, Ze jesli wlozylismy do walizki

n chusteczek, to n+ /-sza tez da si¢ zaladowa¢. Zatem do walizki mozna wlozyé
tyle chusteczek, ile jest liczb naturalnych, czyli nieskoficzenie wiele!

MozZemy sobie wyobrazi¢, ze matematyk ma taka abstrakcyjng walizeczke N
zawierajaca wszystkie liczby naturalne. W drugiej dodatkowej walizeczce nosi
ich ,,odbicia lustrzane w zerze”, tzn. liczby catkowite ujemne. Musi si¢ jeszcze
zdecydowa¢, do ktdrej walizeczki whozy¢ liczbg zero. Zdania sa podzielone, jedni
lubig zalicza¢ zero do liczb naturalnych, inni tego nie lubia. Rzecz w istocie

nie warta przystowiowego funta klakow. Kidcié sie o zero? O matematyczne
,,nic”’? Nie warto!

Oprdcz walizeczek z liczbami calkowitymi matematyk ma takze maszynke

do precyzyjnego siekania tych liczb. Méwiac powazniej, matematyk z liczb
catkowitych tatwo konstruuje liczby wymierne, tzn. ,,utamki” m/n, gdzie m jest
liczba catkowita, a n — liczba naturalng (nie zerem!). Pewne z tych

ulamkoéw naleZy uzna¢ za rowne. Na ulamkach tych mozna w naturalny sposéb
zdefiniowa¢ podstawowe dziatania arytmetyczne: dodawanie i mnozenie, oraz
wtorne dzialania odwrotne: odejmowanie i dzielenie (nie przez zero!). MoZna je
tez uporzadkowac, tzn. wprowadzic relacje mniejszoéci x < y. Intuicyjnie latwo
sobie ,,wyobrazi¢” liczbg wymierng. Latwo bowiem wyobrazié¢ sobie n-ta cze$é
czego$, to znaczy liczbg 1/n; tatwo tez wyobrazi¢ sobie m takich czeéci, tzn. liczbe
m|n, z ewentualna zmiana znaku, czyli z ,,odbiciem lustrzanym w zerze”.

Poczciwe liczby wymierne! Tak bardzo sa uzyteczne! Wszystkie transakcje
handlowe, bankowe, wszelkie pomiary, wszelkie rachunki techniczne sa na nich
oparte. Z punktu widzenia czystej praktyki jest ich za duZo, bo nieskonczenie
wiele. W praktyce do rachunkéw uzywa sie tylko skonfczenie wielu liczb
wymiernych (trudno byloby oszacowac ile). Tak juz jednak jest z matematykami.
Jesli co$ tworza, czynia to na ogdt w pelnej ogdlnosei, wskutek tego na wyrost,
na ogol wigcej niz jest to potrzebne w praktyce.

Niestety zbior liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest gesty, tzn. dla
dowolnych dwu liczb wymiernych istnieje trzecia potozona migdzy nimi. Jest
jednak dziurawy, przy tym jego dziury sa réwniez rozmieszczone w sposob gesty,
tzn. miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi znajduje sie zawsze dziura.
Te dziury biorg si¢ nie ze starosci zbioru, nie wskutek przetarcia zbioru w wyniku
tak czestego uzywania liczb wymiernych w praktyce. Po prostu taka jest
matematyczna natura tego zbioru. Zbidr liczb wymiernych ma postaé bardzo
gestego jednowymiarowego sita.

Musimy wyja$ni¢, co rozumiemy przez dziurg w zbiorze liczb wymiernych
(zawodowi matematycy moéwig ,,luka” zamiast ,,dziura’). Dziura nazywamy taki



podzial zbioru W wszystkich liczb wymiernych na dwa niepuste podzbiory

W, i W,, ze po pierwsze kazda liczba ze zbioru W, jest mniejsza od kazdej

liczby zbioru W,, oraz — po drugie — w zbiorze W, nie ma liczby najwigkszej,

a w zbiorze W, nie ma liczby najmniejszej. Méwimy, Ze taka dziura lezy migdzy
liczbami wymiernymi w; i wy (w; < w,), jesli w, nalezy do W,, a w, nalezy do W,
Na przyklad, zaliczmy do W, wszystkie ujemne liczby wymierne i te nieujemne,
ktorych kwadrat jest mniejszy od 2, a do W, zaliczmy wszystkie dodatnie liczby
wymierne, ktérych kwadrat jest wigkszy od 2. Podzial zbioru W na zbiory W,, W,
jest dziurg (luka) w zbiorze liczb wymiernych. Bardzo tatwo sprawdzi¢, ze dziura
ta lezy migdzy liczbami / i 2. Bez trudu mozna by wyznaczy¢ bardziej dokiadnie
polozenie tej dziury. Prosty rachunek dowodzi, ze lezy ona migdzy /,4/ a 1,42.
Oczywiscie mozna wyznaczy¢ jej poloZenie jeszcze dokladniej.

Istnienie dziur w zbiorze liczb wymiernych jest Zrédlem wielu klopotow.
Obrazowo mozna powiedzie¢, ze przez te dziury wycieka tre$¢ matematyczna
wielu pieknych twierdzen, zwlaszcza tych o bardziej subtelnej strukturze. Zbior
liczb wymiernych jest §wietny do rachunkow na liczbach konkretnych, ale zty dla
wielu celéw teoretycznych, dla bardziej skomplikowanych dziatan na liczbach, niz
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, zwlaszcza jesli chee si¢ wykonywaé
te dziatania w sposéb dokladny, a nie przyblizony. Juz pierwiastkowanie nie jest
wykonalne w tym zbiorze. Sprébujcie okresli¢ tak pozyteczng funkcje jak logx

(x > 0) tak, by zaréwno x jak i logx byly liczbami wymiernymi — nic z tego nie
wyjdzie. W jednym i drugim przypadku czuje si¢ po prostu brak liczb, zbiér liczb
wymiernych jest za maly, by wykonywa¢ w nim logarytmowanie lub
pierwiastkowanie (dokladne, a nie przybliZzone).

Matematyk bardzo nie lubi, gdy pewne dzialania, wygladajace na naturalne

lub pozyteczne, sa niewykonalne. W wielu przypadkach usuwa niewykonalnos$é
dziatan przez odpowiednie rozszerzenie zbioru przedmiotéw, na ktérych dziatania
maja by¢ wykonane, lub ktére majg by¢ wynikiem tych dziatan. Mozna by
przytoczy¢ wiele przykladéw — nawet z najnowszej matematyki. Przytoczymy tu
tylko jeden: rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do zbioru liczb rzeczywistych.

Rozszerzenie to wykonuje si¢ w sposéb nastgpujacy. Przed kazda dziurg

w zbiorze liczb wymiernych matematyk kladzie kolek do zatkania jej (liczbe
wymierna wygodnie jest interpretowac jako punkt na osi liczbowej; wéwczas
kotek do zabicia dziury tez mozna wyobrazac sobie jako punkt na tej osi).
Nastgpnie jednym uderzeniem mlotka matematyk wbija wszystkie kotki. Zwracam
uwage na fakt, Ze matematyk jednym aktem woli wbija od razu wszystkie kotki we
wszystkie dziury! Nie nalezy wyobraza¢ sobie procesu wbijania w ten sposob, e
najpierw numeruje wszystkie dziury liczbami naturalnymi, a potem chodzi kolejno
od n-tej dziury do n+ I-szej i zabija je kotkami. Takie postgpowanie byloby
niemozliwe, mozna bowiem udowodnié, Ze dziur w zbiorze liczb wymiernych jest
tak duzo, Zze nie moZna ich ponumerowaé¢ wszystkimi liczbami naturalnymi.

Wszystkie liczby wymierne mozna ponumerowac kolejnymi liczbami
naturalnymi, ale dziur w tym zbiorze — nie! Dziwne, nieoczekiwane, ale prawdziwe.
Jakkolwiek ponumerowaliby$§my te dziury wszystkimi liczbami naturalnymi,
zawsze znalazloby si¢ jeszcze nieskonczenie wiele nieponumerowanych dziur!
Zawodowi matematycy mowia, ze jaki§ zbidr jest przeliczalny, jesli wszystkie jego
elementy mozna ponumerowa¢ kolejnymi réznymi liczbami naturalnymi, a jest
nieprzeliczalny, je§li tego nie mozna zrobi¢. Zbiory nieprzeliczalne sa znacznie
wicksze, znacznie bogatsze w elementy niz zbiory przeliczalne. Zbidr liczb
wymiernych jest przeliczalny, a zbiér wszystkich dziur w tym zbiorze jest
nieprzeliczalny. Widaé stad, ze w zbiorze liczb wymiernych jest wigcej dziur

niz liczb! Czyz mozna mieé¢ zaufanie do takiego zbioru? Nic dziwnego, ze wiele
tresci matematycznej wycieka przezen.

Powrdémy do rozszerzenia liczb wymiernych do rzeczywistych. White koleczki
nazwiemy liczbami niewymiernymi, a cato$¢, tzn. zaréwno liczby wymierne jak
i niewymierne nazwiemy liczbami rzeczywistymi zgodnie z powszechnie
ustalond terminologia. Czytelnik tatwo sie domysli, ze koleczek, ktory zatkal
dziurg, podana jako jedyny przyklad ilustrujacy to pojecie, oznacza¢ bedziemy
symbolem y/2.

Jak w kazdej innej konstrukcji matematycznej, tak i w tym przypadku nalezy
wyréznié¢ dwie strony tego samego zadania: 1) intuicyjne wyjasnienie celu i metody
konstrukcji oraz 2) precyzyjny opis jej wykonania z zachowaniem najwyzszych
kryteriéw §cistosci wspolczesnej matematyki. Opisane powyZej wbijanie koleczkéw
w dziury to tylko intuicyjny opis konstrukcji, wyjasnienie jej celu. Precyzyjny
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opis konstrukcji — to zupelnie inne zagadnienie. Zagadnienie — powiedzialbym —
dosyé niewdzieczne. Znamy dwie metody ,,wbijania koleczkéw”, mianowicie
metode Dedekinda i metode Cantora. Obydwie sa bardzo precyzyjne i obydwie
maja te sama wielka wade: zaciemniaja mniej istotnymi szczegélami
technicznymi podstawowa, jasna i prosta intencj¢ konstrukcji. Dlatego nie
przytoczymy tu zadnej z nich. Wspomnimy tylko o zasadniczej réznicy migdzy
tymi metodami. Oczywiscie koteczki musza by¢ z czego$ zrobione, z jakiego$
tworzywa, naturalnie z jakiego$ abstrakcyjnego tworzywa poje¢ matematycznych.
Ot6z metody Cantora i Dedekinda réznia si¢ gléwnie materialem, z ktorego
zrobione sa koteczki. W metodzie Dedekinda koteczkiem zatykajacym dziurg jest
sama dziura! Dziure zatyka si¢ nia sama! Mozna powiedzie¢, Ze w metodzie tej
koszty zuzycia materialow zostaly doprowadzone do minimum, do zera!

Konstrukcja zostala wykonana, koleczki sa wbite. Pozostalo nam sprawdzic,

czy robota zostala rzetelnie wykonana, czy przypadkiem w trakcie wbijania nie
powstaly jakie§ nowe dziury. Na szcze$cie wszystko jest w absolutnym porzadku,
zbidr liczb rzeczywistych jest catkowicie szczelny. Przytoczona definicje dziury
mozna wprawdzie sformutowa¢ w odniesieniu do liczb rzeczywistych, nie ma
jednak potrzeby wprowadzania takiego pojecia, po prostu w ogole nie ma

takich dziur.

Okazuje sig, ze zbior liczb rzeczywistych ma wlasnosci jeszcze lepsze, niz zbior
liczb wymiernych. Mozna ten zbiér uporzadkowac, mozna uogdlni¢ podstawowe
dzialania arytmetyczne, dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie na liczby
rzeczywiste, ale ponadto mozna w tym zbiorze wykonywac bez zadnych ograniczeni
wiele innych pozytecznych operacji matematycznych, jak pierwiastkowanie,
potegowanie, logarytmowanie itp., ktorych wykonalno$¢ w dziedzinie liczb
wymiernych byla mocno utrudniona, jesli nie wrgcz niemozliwa.

Okazalo si¢ ponadto, ze w oparciu o pojgcie liczby rzeczywistej mozna zbudowaé
cala analize matematyczna, olbrzymia galaz wspélczesnej matematyki. U podstaw
wszystkich twierdzen tej cze$ci matematyki lezy ,,szczelnos¢” zbioru liczb
rzeczywistych (matematycy zawodowi uzywaja przymiotnika ,,zupetny”

zamiast ,,szczelny”). Twierdzenia analizy matematycznej przestajg by¢
prawdziwe, jesli zbidr liczb rzeczymstych zastapic przez zbidr liczb wymiernych.
To wiaénie mieliémy na my§li, mowiac Zartobliwie o przeciekaniu wiedzy
matematycznej przez dziury zbioru liczb wymiernych. Pojecie liczby

rzeczywistej jest niezbedne dla calej matematyki teoretycznej. Jest rowniez
niezbedne dla formowania ogélnych metod matematyki stosowanej az do
momentu, gdy w gre wchodza przyblizone rachunki na konkretnych liczbach.
Wtedy powracamy do bardziej elementarnych liczb wymiernych.

Niewatpliwie pojecie liczby wymiernej jest prostsze niz pojecie liczby
rzeczywistej. Dla laika liczba rzeczywista, wprowadzona metoda Cantora lub
Dedekmda, wydaje si¢ byé tworem do§¢ mistycznym, wydaje si¢ by¢ znacznie
mniej rzeczywista — w potocznym znaczeniu tego stowa — niz liczba wymierna.
Dla zawodowego matematyka liczba rzeczyw:sta jest podstawowym narze¢dziem
pracy, jest rownie rzeczyw1sta jak inne pojecia matematyczne. Liczby
rzeczywiste sa rownie rzeczywmte Jak liczby wymierne, jedne i drugie s3 bowiem
poprawnie zdefiniowanymi pojeciami istniejacymi w mézgu matematyka. Jedne
i drugie maja ten sam typ realnosci.
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M1. Udowodnié, ze boki a, b, ¢ trojkata ABC
spetniaja réwnoéé b* = ala+c) wtedy i tylko
wtedy, gdy £ ABC = 2£BAC.

(z pracy D. Rameshwara Rao)
Rozwiazanie na str. 9.

. Znalez¢ liczby rzeczywiste p i g, ktore sa
pierwiastkami réwnania x*+px-+gq = 0
(ze wzgledu na zmienna x).

(V. Gutenmacher) Rozwigzanie na str. 8.

M3. Dla jakich wartosci rzeczywistych m ukiad

Z prostych odcinkéw identycznego drutu
oporowego zbudowano obwdd elektryczny
przedstawiony-na rysunku. Prad o natgzeniu
I doplywa do wezla 4 i wyplywa z wezla E
wzdluz prostej AE, ktora jest prostopadia

do plaszczyzny trojkata rownobocznego BCD
utworzonego przez wezly B, Ci D. Bryle
ABCDE mozna uwazaé¢ za dwa polaczone
podstawami 4BC prawidlowe ostrostupy

trojkatne, kazdy o innej wysokosci. Wykazac, r6w:1aﬁ ]
7e w nieograniczonym oérodku jednorodnym, x 2+J' =m
w kazdym punkcie odcinka AE warto$é =x+ty=2

ma dokladnie jedno rozwiazanie?
(R. Hajlasz) Rozwiazanie na str. 10.

indukcji magnetycznej B wynosi zero.
Rozwiazanie na str. 15.
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