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Janusz Olszewski

Zadanie nr 870 (Delta nr 11 (594) 2023)

(a) Wykazaé, ze z odcinkéw laczacych dowolny punkt plaszczyzny z wierzchol-
kami tréjkata réwnobocznego (lezacego w tej plaszczyZnie) mozna zbudowaé
pewien trojkat (by¢ moze zdegenerowany).

(b) Trojkat réwnoboczny jest zanurzony w przestrzeni (tréjwymiarowej). Wy-
ja$nié, czy — analogicznie — zawsze mozna z odcinkéw taczacych dowolny punkt
przestrzeni z wierzchotkami tego tréjkata zbudowaé pewien tréjkat (by¢ moze
zdegenerowany).

Zadanie 870 zaproponowal pan Tomasz Ordowsksi.
Rozwigzanie

(a) Sposéb 1 (obrét o kat 60° wokdl wierzcholka tréjkata)
Niech M bedzie dowolnym punktem leza-
cym w plaszczyznie trdjkata réwnobocznego
ABC. Mozemy zaltozyé¢, ze M # C.

Niech M’ bedzie obrazem punktu M przy
obrocie R wokét punktu C o kat 60°. Ob-
razem trojkata CMA w tym obrocie jest
trojkat CM'B. Trojkat CMM' jest wigc
réwnoboczny (bo CM = CM' i SMCM' =
60°). Tréjkat BMM’' ma boki dlugosdci
BM' = AM, BM, MM’ = AM. By¢ moze
jest to tréjkat zdegenerowany - gdy punkt M
lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC.

(a) Sposéb 2 (symetria wzgledem prostych zawierajacych boki)
Niech M bedzie dowolnym punktem w
plaszczyznie trojkata réwnobocznego ABC.
Niech M4, Mp i M¢c beda punktami sy-
metrycznymi do M odpowiednio wzgledem
prostych BC, AC i AB. Wéwczas katy w
wierzchotkach A, B i C tréjkatéw AMpMc,
BMsMp i CMsMp wynosza® po 120° .
Poniewaz AM = AMp = AM¢, wiec
MgMys = 3MA. Podobnie MaMs =
VBMB, MaMpg = /3MC. Tak wiec tréj-
kat MaMpMc jest podobny do tréjkata o
bokach M A, MB, MC.

“wynika to z tatwego rachunku na katach albo z
faktu, ze zlozenie dwéch symetrii osiowych wzgle-
dem prostych jest obrotem o kat 2o, gdzie o jest
katem miedzy tymi prostymi




(b) Sposéb 1 (obrét o kat 60° wokdt osi)
W przestrzeni dany jest tréjkat réwnobocz-
ny ABC oraz punkt P. Mozemy zalozy¢,
ze punkt P nie lezy na prostej ¢ prostopa-

dlej do do plaszczyzny tréjkata ABC prze- c’
chodzacej przez punkt C. Rzut prostokatny PRSI
punktu P na prosta £ oznaczmy przez C’. p_.-"" &—\\

T

Rozwazmy obrét R?OO o kat 60° wokél pro- y
stej £. Niech P’ bedzie obrazem punktu P )/
w rozwazanym obrocie. Rzuty prostokatne
punktéw P i P’ na plaszczyzne tréjkata
ABC oznaczmy przez M i M’'. W rozwaza-
nym obrocie obrazem czworoscianu PAMC
jest czworo$cian P'BM'C. Ponadto, bry-
ta PP'C'MM’C jest graniastostupem pra-
widlowym tréjkatnym. Stad PA = P'B,
PC = PM' = P'M. Korzystajac z nier6w-
nodci tréjkata mamy

(1) PC=P ML PB+BMS<KPB+BP=
PA+ PB,

(2) PA=P'BLP' M+ MB<XPC+ PB,

(3) PBS PM'+M'B< PC+ BP =
PC + AP.

(b) Sposéb 2 (inwersja wzgledem sfery)

e

o - _____

W przestrzeni dany jest trojkat réwnobocz-
ny ABC oraz punkt P. Mozemy zalozy¢, ze
P # A. Oznaczmy AB = BC = CA = a.
Niech B;,Ci,P; beda obrazami punktéw
B,C, P w inwersji wzgledem sfery o $rod-
ku w punkcie A i promieniu 1. Wéwczas
AB - ABy = AC - ACy = AP - AP, = 1.
Stad i z tego, ze odpowiednie katy plaskie
przy wierzchotku A czworoscianéw ABC P
i AB1C1 P, sa réwne wynika podobienstwo
nastepujacych par tréjkatow ABPi AP By,
ACP i AP, Cy, ABC i AC1 B;.

Ze wskazanego podobienstwa i z wcze$niejszych rownosci mamy

BP AP CcP AP BC AB
= = AP-AB = = AP - AC = = AB - AC.
P B AB, T PICy ACy ’ C1B ACy
Stad otrzymujemy
1 PlBl Clpl Blcl

AP-AB-AC  BP-AC CP-AB _AP.-BC

Zatem tréjkat By P1Cy jest podobny do tréjkata o bokach BP-AC = a-BP,
CP-AB=a-CPiAP-BC=a-AP.



Rozwigzanie zadania 871
Marcin Kasperski, 15 stycznia 2024

Zadanie 871
Dana jest liczba catkowita parzysta n > 0.

(a) Dowiesé, ze w przedziale [n + 1,2n + 1] zawiera si¢ n-elementowy zbior liczb catkowitych M taki, ze zaden jego element nie jest

dzielnikiem sumy wszystkich liczb zbioru M.

(b) Wyjasnic, czy zawsze istniejg (w tym przedziale) co najmniej dwa rézne zbiory n-elementowe o powyzszych wlasnosciach.

Uwagi uzupelniajace

Przygladajac sie przyktadom (rachunki pomine, wykonatem je nietrudnym programem) mozna zauwazy¢, ze warunki za-

dania powinny da¢ sie znacznie wzmocnié.

Bede pisat ze liczby s sa czyste gdy nie majg zadnych dzielnikéw ze zbioru [n + 1,2n + 1] a legalne gdy jedynym dzielnikiem
z tego zbioru jest liczba ktérg dopuszczamy, czyli (wykreslone) k.

Szczegoblowy stan dla poczatkowych liczb:
e dlan =2 (dzielniki3,...,5,sumy?7,...,9)
czyste: 7, legalne: 8, 9;

e dlan =4 (dzielniki 5, ...,9, sumy 30,...,26)
czyste: 29, 26, legalne: 28,

e dlan =6 (dzielniki 7,...,13, sumy 63, . ..,57)
czyste: 62, 61, 59, 58, 57,

e dlan = 8 (dzielniki9,...,17, sumy 108, ...,100)
czyste: 107, 106, 103, 101, legalne: 104,

e dlan =10 (dzielniki 11, ...,21, sumy 165,...,155)
czyste: 164, 163, 161, 159, 158, 157, 155,

o dlan =12 (dzielniki 13,...,25, sumy 234, ...,222)
czyste: 233,232, 229, 227, 226, 223, 222, legalne: 228,

o dlan = 14 (dzielniki 15, ...,29, sumy 315,...,301)
czyste: 314, 313, 311, 310, 309, 307, 305, 303, 302, 301,

e dlan =16 (dzielniki 17,...,33, sumy 408, .. .,392)
czyste: 407, 404, 402, 401, 398, 397, 395, 394, 393,

e dlan =18 (dzielniki 19, ...,37, sumy 513, .. .,495)
czyste: 511, 509, 508, 507, 505, 503, 502, 501, 499, 498,
497,

e dlan = 20 (dzielniki 21, ...,41, sumy 630,...,610)
czyste: 628, 626, 623, 622, 619, 618, 617, 614, 613, 611,
610, legalne: 620,

Podobnie jest i dalej (juz bez wypisywania szczeg6téw):
o dlan = 22 czystych 14, legalnych 0
e dlan = 24 czystych 15, legalnych 1
e dlan = 26 czystych 18, legalnych 1
e dla n = 28 czystych 19, legalnych 1
e dla n = 30 czystych 18, legalnych 0
e dla n = 32 czystych 24, legalnych 0
e dla n = 34 czystych 24, legalnych 0
e dla n = 36 czystych 25, legalnych 0
e dla n = 38 czystych 25, legalnych 0
e dla n = 40 czystych 27, legalnych 1
o dlan = 42 czystych 27, legalnych 0
o dlan = 44 czystych 30, legalnych 1
e dla n = 46 czystych 30, legalnych 0
o dlan = 48 czystych 31, legalnych 1
e dla n = 50 czystych 34, legalnych 0

e dla n = 52 czystych 34, legalnych 1
e dla n = 54 czystych 36, legalnych 0
e dla n = 56 czystych 34, legalnych 1
e dla n = 58 czystych 40, legalnych 0
e dlan = 60 czystych 39, legalnych 0

e dla n = 100 czystych 66, legalnych 1

e dlan = 200 czystych 138, legalnych 0

e dla n = 500 czystych 350, legalnych 1

e dlan = 1000 czystych 722, legalnych 0
Iloé¢ czystych liczb wydaje si¢ wiec rosnaé (choé nie jest to
Scisle monotoniczne co nawet powyzszy fragment pokazuje
dlan =56 in = 30) i by¢ doé¢ znaczna (przekraczajac % ).
Liczby legalne sa w poréwnaniu z nimi nieliczne — dos¢ re-
gularnie trafia si¢ jedna, z rzadka wigcej (w zakresie do 1000
sytuacje, gdy dwie rézne sumy sg legalne mamy tylko dla 2,
146, 566, 762, 986, przypadkéw by byly trzy lub wigcej nie
ma w ogdle) i dla rozwigzania (poza n = 2) tak naprawde
nieistotne.
Na stosunkowo duzg ilo$¢ czystych liczb wplywajg nie tyl-
ko kolizje ale tez fakt, ze nie wszystkie dzielniki s3 wyko-
rzystywane. Przykltadowo, dla n = 10 przydzial dzielnikow
([11,21]) do sum wyglada nastepujaco

e 165 — {11,15} (11 legalny)

o 164 — {}

o 163 — {}

e 162 — {18}

e 161 — {}

e 160 — {16,20} (16 legalny)

e 159 — {}

o 158 — {}

e 157 — {}

e 156 — {12,13}

o 155 — {}
ijak widac¢ liczby 14, 17,19, 21 nie pojawiaja si¢ w ogdle a po-
nadto mamy trzy kolizje (z ktérych 11 - 15 jest t3, w oparciu
o ktéra dowiedlismy (a)).

Dla wigkszych liczb trafiaja sie takze kolizje wiecejkrotne, np.
dla n = 20 mamy 630 = 21 - 30 - 35.

Schemat uzyty w punkcie (b) mozna tatwo rozwingé do dowodu, ze ilo$¢ czystych liczb rosnie do nieskoriczonosci wraz
z wzrostem n: mozna analizowaé liczby (n + 5)3<"; D (n+7) 3("; 9 (n+ 9)@ .... Ich mieszczenie si¢ w przedziale
[n+1,2n+ 1] beda spelnione od pewnego miejsca (tu: n > 30,n > 63,n > 108, ... ), podobnie warunek by pierwsza byta
mniejsza od drugiej (tu:n > 22,n >32,n > 42,...).

Powyzsze jest jednak bardzo powolne w poréwnaniu z faktycznym tempem wzrostu.

Duzo lepsze ale nieelementarne oszacowanie daje znany wzor na ilos¢ liczb pierwszych w przedziale (71(x) ~ 3 gdzie x
jest szerokoécig przedzialu) — liczby pierwsze sg oczywiscie czyste. Nawet to jednak mozna poprawiaé dalej, np. liczbami
mala - duza (takimi jak 2 - 13).



Klub 44 M Al — Obserwacje zwiazane z zadaniem 871

Bartek Knapik

Postanowitem podzieli¢ si¢ paroma spostrzezeniami dotyczacymi tego zadania. Oto one.

Po pierwsze porzucitem zalozenie, ze liczba n ma by¢ parzysta, a jedynie wigksza od 1. Zauwazmy, ze dla
dowolnego n przedziat P, = [n + 1,2n + 1] zawiera n + 1 elementéw. Zatem pytajac o zbiér n-elementowy
zawierajacy si¢ w przedziale P, mozemy rownowaznie pyta¢ o jeden z elementdw, ktoéry po usunigciu z prze-
dzialu P,, da nam rozwazany zbiér n-elementowy.

Dla 2 < n < 10000 wyliczytem (przy uzyciu prostego skryptu w jezyku Python) ile istnieje liczb z przedziatu
P, ktére po usunigciu daja zbiér M spetniajacy i nie spetniajacy warunki zadania. Daje to nastgpujacy wykres:

—— Liczba poprawnych podzbiorow
7000 4 = Liczba niepoprawnych podzbiorsw

b 2000 4000 5000 800 10000

Jest to dos¢ interesujace, ze liczba pozdbioréw jest proporcjonalna do rozmiaru przedziatu (a zatem wigksza od
2. Wydaje sig, ze okoto 73% pozbioréw spetnia warunek, ze suma jego elementéw nie dzieli si¢ przez zaden z
elementow.

Dodatkowo spéjrzmy na ten wykres dla liczb z zakresu 2 < n < 100:

70

= Liczba poprawnych podzbiorow
—— Liczba niepoprawnych podzbiorow

Na tym wykresie widac, ze dla n = 3 nie da si¢ wybra¢ dwoch podzbioréw, ale dla kazdej wigkszej liczby jest
juz to mozliwe.



Spéjrzmy na ten problem z jeszcze innej strony. Ustalmy n > 2. Niech M,,, = P, \ {m}, a suma wszystkich
liczb zbioru M, oznaczona bgdzie przez S(m).

Nietrudno zauwazy¢, ze
2n+1

S(m) = (Z_;—lz> —-—m= W—m,

i poniewaz m przyjmuje wartosci z przedziatu P,,, to S(m) przyjmuje wszystkie warto$ci z przedziatu

(n+1)(3n+2) Con 1,
2 2

Rn:|: (n+1)(3n+2)_n_1}:[3n2+n73n2+3n]

2 2
Zauwazmy, ze jezeli dla jakiego§ m € P,, wartos¢ S(m) jest liczba pierwsza, to nie dzieli si¢ przez zaden
element zbioru M,,, a zatem zbiér M,,, spetnia warunki podane w zadaniu.

SprawdZmy zatem, ile liczb pierwszych zawiera przedziat R,, dla kazdego n > 2.

Dlan = 2,3, 4 przedziat R,, zawiera tylko jedna liczbe pierwsza (odpowiednio 7,17,29). Dla 5 < n < 10000
jest juz tych liczb co najmniej 2, co wida¢ na ponizszym wykresie:

Liczba liczb pierwszych w przedziale wartosci sum

500

400

300

200

100

0 2000 4000 8000 8000 10000

Dodatkowo, warto zauwazy¢, ze to podejscie jest w pewien sposob zwiazane z hipoteza Legendre’a, wedle
ktérej pomigdzy kolejnymi kwadratami liczb naturalnych istnieje co najmniej jedna liczba pierwsza.



Janusz Olszewski

Zadanie nr 878 (Delta nr 3 (598) 2024)

Znalez¢ liczbe naturalna r > 2, dla ktérej istnieje nieskonczenie wiele r-elementowych
zbioréw réznych liczb pierwszych {p1,...,p,} takich, ze kazda z liczb 2Pi—! — 1

(i = 1,...,r) jest podzielna przez iloczyn p; ...p,. Im wieksza liczba r, tym
cenniejsze rozwigzanie.

Zadanie 878 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna w nawigzaniu do
zadania 678 (naszej ligi: A],; omdwienie: A2;), a takze do zadania 8
z obozu OM (Zwardon 2010) om. sem. edu. pl, zakladka Obéz naukowy.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze teza zadania zachodzi dla r = 3. Zaczniemy od przypomnienia
kilku faktow.

Liczby Fermata F; = 22 + 1sa dla i = 0,1,...,m parami wzglednie
pierwsze.

Dowéd lematu 1. Zalézmy, ze
q|F, 1 q|Fy, gdzien<m.
Zauwazmy, ze
Fro—2=02""+1)-2=2"" —1=F,...F_,.

Stad latwo uzyskujemy, ze ¢q|2. Jednak liczba ¢ jest nieparzysta (bo liczby Fer-
mata sa nieparzyste). Zatem ¢ = 1. B

Jezeli dla pewnego n > 1 liczba 2" + 1 dzieli F, = 22" +1, to n = 2™.

Dowdd lematu 2. Zalézmy, ze 2" + 1 | F,,, dla pewnego n < 2. Woéwczas
n = s-2' dla pewnego nieparzystego s > 1 oraz 0 < t < m. Niech a = 22"
7 réwnosci

2" +1l=a"+1=(a+1)(a* " —a*?+ - —a+1)

i naszej podzielnosci wynika, ze F; = 22 +1=a+1 |27 +1]2%" +1 = F,.
Jednak, zgodnie z lematem 1, liczby Fy, Fi, ..., F,, sa parami wzglednie pierw-
sze, dlatego powyzsza podzielnosé nie moze zachodzié¢. Sprzecznos$¢ oznacza, ze
n=2" 1



Jezeli m > 2 oraz p jest dzielnikiem pierwszym liczby Fermata F,, =
22" 41, to p = k2™*+2 4+ 1 dla pewnej liczby caltkowitej k > 3.

Dowdd lematu 3 w wersji k£ > 1 mozna znalez¢ w ksiazce W. Sierpinskiego Teoria
liczb II, str. 388, a takze w cytowanym sprawozdaniu z obozu OM - Zwardon
2010 zad 8. Aby otrzymaé¢ warunek k£ > 3 w lemacie 3 wystarczy zastosowaé
lemat 2 by stwierdzi¢, ze k # 1,2. Dodatkowo mozna stwierdzié, ze k # 2' dla
i=0,1,2,4,...,22" "3,

Twierdzenie Zsigmondy’ego.

Jezeli a 1 b (a > b) sa wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi oraz
n > 2, to istnieje dzielnik pierwszy liczby a™ — b"™, ktory nie jest dzielni-
kiem pierwszym zadnej z liczb a’ —b dlai = 1,2, ...,n—1, za wyjatkiem
przypadkéw, gdy

i) n=6,a=20b=1tj. 26 —1°

1) n=21a+ b jest potega liczby 2.

. .

Elementarny dowéd twierdzenia Zsigmondy’ego mozna znalez¢ w pracy Andrze-
ja Rotkiewicza ,,Elementarny dowod istnienia dzielnika pierwszego pierwotnego
liczby a™ — b™, Prace Matematyczne tom IV (1960) str. 21-28.

Powréémy do naszego zadania i konstrukeji przyktadu dla r» = 3.

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby F,, = 22" + 1, gdzie n > 3. Z lema-
tu 8 wynika, ze p = k2"+2 + 1, gdzie k > 3. Rozwazmy liczby

Fo=2"" 41, A=2"" _1 | B=2k"" _1

Liczba Fj, jest podzielna przez p. Z twierdzenia Zsigmondy’ego wynika, ze kazda
z liczb A 1 B ma odpowiednio dzielnik pierwszy q i s, ktory jest odpowiednio
dzielnikiem pierwszym pierwotnym A 1 B. [Méwimy, Ze liczba pierwsza t jest
dzielnikiem pierwszym pierwotnym liczby a® —b?, jezeli t | a® —b° oraz t{a’ — b
dla kazdego 0 < i < 4. |

Poniewaz liczby pierwsze ¢ i s sa dzielnikami pierwszymi pierwotnymi liczb
Ai B, wiec di = k2"*! oraz dy = 2""2k sa najmniejszymi wyktadnikami dla
ktorych odpowiednio

21 =1 (modgq) i 22 =1 (mod s).

Z malego twierdzenia Fermata mamy ¢ | 2971 — 1i s | 257! — 1. Stad k2"H! =
di|q—1ik2"2 =dy | s—1. Czyli ¢ = k2" 'my + 11 s = k2" 2my + 1 dla
pewnych liczb naturalnych m;, mo. Poniewaz n > 3, wiec liczba pierwsza ¢ jest
postaci 16m + 1. Zatem 2 jest reszta kwadratowa modulo ¢ czyli g | 20a-1)/2 _7q,
A zatem k2"t = d; | (¢ — 1)/2. Tym samym q = k2""2m3 + 1 dla pewnej
liczby naturalnej ms (tak na marginesie ms = mq/2).



Ze sposobu wyboru liczb p, g, s wynika, ze sg one rézne.
Zauwazmy, ze 271 | k2ntl | k27H2 = p — 1, czyli

R N S NS o

Stad i z podzielnosci

gn+1

Pl @ DT - =2"" 21
g | 2?71
s | k2" 1 gl
otrzymujemy
pgs | 2271 —1

Poniewaz: ¢ = m3k2" 241, s = mak2" 2 +1 oraz p = k2" 2 +1, wigc p—1 | ¢g—1
ip—1|s—1.Stad 2P=1 —1|2¢7t —1i2P~1 — 1| 25! — 1. Zatem ostatecznie

pgs | 2771 =1, pgs|2971 =1, pgs|2°7' — 1.



Michal Adamaszek, Kopenhaga, Klub 44M, III 2024

Zadanie 878.

Bezkwadratowa nieparzysta liczbe naturalna n = p; - ... p, (p; > 3 — pierwsze) nazywa sie
Super-Poulet number jezeli dla kazdego d|n zachodzi d|2? — 2.

Jezelin = py - ... p, jest super-Poulet to w szczegdlnoéci dla kazdych i # j:
pi | pipj | 2P —2 = (2P))P1 —2=2P1 —2 (mod p;),
a zatem p;|2P7 — 2. 7 drugiej strony, jezeli nieparzyste liczby pierwsze py,...,p, spelniaja

pil2Pi — 2, czyli 2P = 2 (mod p;), dla kazdych i, 7, to
QP Pis = (oo ((2P)Pi2) - WPis =2 (mod p;)
dla kazdego wyboru indeksow, w szczegolnosci
Pjy v - pj, | 2P0 P =2
a wiec n = py - ... p, jest super-Poulet.

Reasumujac, tres¢ zadania mozna przeformulowaé¢ nastepujaco: dla jak najwiekszego r
udowodnij istnienie nieskoriczenie wielu liczb super-Poulet o co najmniej r czynnikach pier-
wszych. O ile udato mi sie zorientowaé, wiadomo o nich nie az tak duzo. Wikipedia podaje
pojedyncze przyktady liczb super-Poulet o 7 czynnikach pierwszych. Korzystajac z wtasnosci
liczb Fermata F,, = 22" 41 jak w zadaniu ze Zwardonia, mozna tatwo osiaggnaé¢ r = 4, co zro-
bimy ponizej. Jest to tylko drobna wariacja lematu, ktory mozna tez znalez¢ w literaturze,
ze iloczyn F,, F,, .1 jest super-Poulet.

Tyle dywagacji, przechodzimy do wlasciwego rozwiazania. Dla liczby pierwszej p niech o,(2)
oznacza multiplikatywny rzad 2 modulo p. Chcemy znalezé nieskonczenie wiele czworek
(p1, P2, p3, pa) dla ktorych o, (2)[p; — 1 dlai,j =1,2,3,4.

Skorzystamy z nastepujacych znanych wtasnosci liczb Fermata (ktore sa tez posrednio wykazane
w rozwigzaniu zadania ze Zwardonia): Jezeli p jest liczba pierwsza i p|F,, to:

(i) 22— 1,
(ii) 0,(2) = o+l
Ponadto:

(iii) Rozne liczby Fermata sa wzglednie pierwsze. Faktycznie, jesli p|F,, i p|F},, to na mocy
(i) 2" = 0,(2) = 2™t wiec n = m.

(iv) Liczba Fermata nie jest potega liczby pierwszej o wyktadniku > 2. Faktycznie, jesli
22" +1 = F, = p* to k jest nieparzyste i 22" = (p — 1)(p* 1 + ... + 1), co jest
niemozliwe, bo suma nieparzyécie wielu liczb p*~! 4 ... 4 1 jest nieparzysta i wieksza,
od 1.

Mamy teraz nastepujace obserwacje.

(a) Jezelip, q, liczby pierwsze, dziela F), to 0,(2)|g—1. Faktycznie, 0,(2) = 2""12"2|¢g—1.

(b) Jezeli p, q, liczby pierwsze, spelniaja p|F, 1 q|Fni1 to 0,(2)|¢ — 11 04(2)|p — 1. Fak-
tycznie, 0,(2) = 272" 3 |q — 1 oraz 0,(2) = 2" 2|p — 1.

(c) Jezeli n,m > 2024, |n — m| < 878 oraz p = F,, oraz q = F,, sa liczbami pierwszymi
to 0,(2)|q — 11 04(2)|p — 1. Faktycznie, 0,(2) = 2""|2?" = ¢ — 1 (poniewaz n + 1 <
m + 879 < 2™), i tak samo w drugg strone.
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Dla kazdego n > 2024 rozwazmy teraz osiem kolejnych liczb Fermata F,,, ..., F,,.7. Jezeli sg
wsrod nich cztery liczby pierwsze py, p2, ps, pa, to spelniaja one parami warunek o, (2)|p; — 1
na mocy (c¢). W przeciwnym razie co najmniej pie¢ z osmiu liczb jest ztozonych, a wiec
znajdziemy dwie kolejne liczby ztozone F),, Fi,i1, n < m < n + 6. Kazda z nich ma co
najmniej dwa rozne dzielniki pierwsze na mocy (iv). Otrzymujemy stad cztery parami rézne
liczby pierwsze p1, pa, p3, ps takie, ze py,po|Fn 1 ps, pa|Fry1 ("parami rozne" ze wzgledu na
(iii)). Te liczby p; spelniaja warunki o,,(2)|p; — 1 na mocy odpowiednio (a) i (b). Biorac
coraz wieksze n i korzystaja znowu z (iii) otrzymujemy nieskonczenie wiele roznych czworek
(p1, P2, P3, P4) co konczy dowdd i rozwigzanie zadania z r = 4.

Uwaga. "Najgorszy przypadek" dla tego dowodu to sytuacja, w ktorej od pewnego miejsca
wszystkie liczby Fermata maja dokladnie dwa rozne czynniki pierwsze, a do tego wszystkie
odpowiadajace im wyktadniki w (i) sa rowne dokladnie n + 2 i ani ciut wieksze. Taki pech
prawie na pewno nie ma miejsca, a wtedy dokladniejsza analizg mozna ugraé¢ nieco wieksze
r.
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Piotr Kumor

Liczby Mersenne’a i super — Poulet.

Celem tej notatki jest dowod Twierdzen 1i 2
Nazwy uzyte w tytule sg wyjasnione ponizej / Definicje /

Literatura

[S] Wactaw Sierpinski ,, Teoria Liczb Il ©“ PWN Warszawa 1959
Lemat 1

Jezeli P jestliczbg pierwszg P, to kazdy dzielnik d liczby 2P -1
jest postaci P-K+1.

Jest to fakt dobrze znany, tatwo znalez¢ jego dowody.

Oto szkic dowodu : Jezeli dzielnik d jest liczbg pierwsza,
to prawie natychmiastowa konsekwencja matego twierdzenia Fermata.

Poniewaz iloczyn liczb postaci P - k+1 tez jest tej postaci,

wiec jest to prawda dla wszystkich dzielnikow d liczby 2P -1,

Lemat 2
Dla kazdej liczby L istniejg dwie rozne liczby pierwsze P, g

obie wieksze od L takie, ze kazda z liczb 2° " —1 oraz 2% -1
dzieli sie przez iloczyn PQ .

Dowdd znajduje sie w [S] na stronie 183 ( jako Lemat 6 ).
Mozna go tez znalez¢ w wielu innych miejscach,
a na pewno byt on znany juz w XIX wieku.



Lemat 3
Zatézmy, ze dwie rozne liczby pierwsze P, 0 spetiajg warunki 1) i 2) :

1) Liczby 2° =1 i 29 -1 sg pierwsze.
2) Kazda z liczb 2" —1 oraz 2% —1 dzieli sie przez iloczyn PQ .
Wtedy kazdy dzielnik d liczby 2™ —1 jest postaci Pq-K+1.

Dowdd Lematu 3 znajduje sie w osobnym pliku
[Ten dowdd to firmowe rozwigzanie (Delta 1/2024) zadania 866 (przyp.red.).]

Twierdzenie 1
Istnieje nieskonczenie wiele liczb ztozonych postaci 2" -1

o whasnosci : kazdy dzielnik d liczby 2" —1 jest postaci N-K +1.

Dowod

Ustalmy dowolnie liczbe L .
Na podstawie Lematu 2 istniejg dwie rézne liczby pierwsze P, {

obie wieksze od L takie, ze kazda z liczb 2° ™" —1 oraz 27 -1
dzieli sie przez iloczyn PQ .

Jezeli cho¢ jedna z liczb 2° =1 lub 2% —1 jest liczbg ztozona,

to przyjmujemy N=P lub N=0 ( tak, ze 2" —1 to liczba zlozona ).
Na podstawie Lematu 1 kazdy dzielnik d liczby 2" —1

jest postaci N-K+1, mamy tez N> L.

Jezeli zas obie liczby 2° —1 oraz 2" —1 sg pierwsze,
to sg spetnione zatozenia Lematu 3,
na podstawie ktérego mozna przyja¢ N = Pq .

Kazdy dzielnik O liczby 2™ —1 jest postaci PQ-K+1,
oczywiscie PO > L aliczba 2™ —1 z pewnosci jest liczba ztozona

( podzielng przez liczby 2° —1 oraz 2% —1).

Twierdzenie 1 zostato udowodnione



Twierdzenie 2
Istnieje nieskonczenie wiele liczb ztozonych postaci 2" -1

ktérych kazdy dzielnik 0 jest takze dzielnikiem liczby 2" —1.
Dowadd

Twierdzenie 2 wynika tatwo z Twierdzenia 1.

Kazda bowiem liczba ztozona postaci 2" -1 spetniajgca
teze pierwszego, spetnia tez teze drugiego twierdzenia.

Kazdy dzielnik d liczby 2" —1 jest postaci N-K +1,
skad natychmiast wynika, ze liczba 2d_l —1 dzieli sie przez 2" -1 ,

wiec ( tym bardziej ) liczba 207 -1 dzieli sie przez d.

Twierdzenie 2 zostato udowodnione

Definicje
n
Liczby postaci Mn =2"-1 ( gdzie wyktadnik N jest liczbg naturalng,

niekoniecznie pierwszg ) sg nazywane liczbami Mersenne’a
http://oeis.org/A000225 i majg bardzo bogatg literature.
Nazwa liczby Mersenne’ a jest powszechnie znana i uzywana.

Natomiast mniej znana jest inna klasa liczb naturalnych.
Chodzi o tak zwane liczby super — Poulet :

Sa to ( definicja ) takie liczby ztozone S, ktorych kazdy dzielnik d
jest takze dzielnikiem liczby 2" — 2.

https://en.wikipedia.org/wiki/Super-Poulet number

https://oeis.org/A050217

Oczywiscie jezeli S jest liczbg nieparzystg
( wiec wszystkie dzielniki d liczby S réwniez ),
to podzielnosé liczby 2° —2 przez d jest réwnowazna

: .t d-1
z podzielnoscig liczby 27 -1 przez d.
Okazuje sie zreszta, ze nie istniejg parzyste liczby super — Poulet
([S] strona 186 ), ale to nie jest dla nas istotne.



Janusz Olszewski

Zadanie nr 880 (Delta nr 4 (599) 2024)

Rozstrzygnaé, czy zbiér wszystkich dodatnich liczb wymiernych QF daje sie
przedstawi¢ w postaci sumy dwéch zbioréw roztacznych A, B tak, by miaty
miejsce nastepujace implikacje (dla z,y € QT):

e jeSlicy=1,tox e A,yc Alubx € B,y € B;
e jelijzr—y|=1tox e A,ye Bluba € B,y € A.
Zadanie 880 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwiazanie

Odpowiedz jest twierdzaca.
7 warunkéw zadania wynika, ze je$li dodatnia liczba wymierna % nalezy do

zbioru A, to takze % € A, za$ liczby ﬁ i pftq naleza do zbioru B.

Rozwazmy drzewo binarne zbudowane w nastepujacy sposob:
1) liczba 1 = % jest na szczycie drzewa.

2) z kazdego wierzchotka w ktérym wpisana jest liczba % %

(rodzic), wychodza po dwie krawedzie, przy czym w / \

wierzchotku, bedacym koncem lewej krawedzi wpisana

jest liczba piq (lewy potomek), a wierzcholtku, bedacym 2 ptq
koficem lewej krawedzi wpisana jest liczba p—;’q (prawy pra a
potomek).

Poczatkowe wartosci w tym drzewie przedstawia ponizszy schemat.

| /1\5
VANEVAN
/NN SN N

L [ S Y |

Rozwazmy ciag zbioréw (G(n)) okreslony warunkami G(1) = {1} oraz dlan > 2

I

Gn)={reQ o= ve=2"Tqalcam-1).
q q

ptg

Zbiér G(n) tworzy n-ta generacje (n-te pokolenie). Oznaczmy G = |J;=, G (7).



Przyjmijmy
A=|JG@i-1) oraz B=|]JG(2i).

=1 =1

Sprawdzimy kolejno nastepujace wlasnosci:

(1) Wszystkie utamki w drzewie sa nieskracalne tj. jesli w drzewie pojawia sie
<, wtedy 7 i s sa wzglednie pierwsze.

Dla wierzchotka na szczycie drzewa tj liczby %, jest to prawda. Jesli ri s
sa wzglednie pierwsze, to wzglednie pierwsze sa takze pary r i r 4+ s oraz
sir+s.

(2) W drzewie wystepuja wszystkie dodatnie liczby wymierne tj. G = Q%

Przypusémy, ze teza jest falszywa. Sposrdéd utamkéw, ktore nie pojawia-
ja sie w drzewie wybierzmy utamek % o najmniejszej sumie r + s. Jesli
© =1, to mamy sprzecznos¢, gdyz utamek % jest w na szczycie drzewa.
Jesli 7 > s, to liczba *—* nie pojawia si¢ w drzewie, w przeciwnym razie
ulamek % bylby jego prawym potomkiem. Jesli 7 < s, to liczba - nie
pojawia si¢ w drzewie, w przeciwnym razie ulamek % bylby jego lewym
potomkiem. W obu przypadkach nie pojawia sie utamek, ktérego suma
licznika i mianownika jest mniejsza niz minimalna warto$¢ r + s, co daje

sprzeczno$é.

(3) Kazdy utamek dodatni wystepuje w drzewie dokladnie raz.
Zauwazmy, ze utamek % nie moze pojawié sie Wchqj niz raz, gdyz kazdy
wezel drzewa z wyjatkiem wierzchotka ma postaé % < 1lub Z]ﬂ > 1.

Przypuéémy, ze w drzewie pewne dwa ulamki pojawiaja sie wiecej niz
raz. Sposrod tych utamkéw wybierzmy utamek = o najmniejszej sumie
r + s. Jak stwierdziliSmy wyzej r # s. Jesli r > s, to jego rodzic === ma
sume licznika i mianownika réwna r, a wiec mniejsza niz suma r + s, co
przeczy wyborowi tej sumy. Podobnie jesli r < s, to jego rodzic = ma
sume licznika i mianownika réwna s, mniejsza niz suma r + s, co przeczy
wyborowi tej sumy.

(4) Utamki % i % naleza do tej samej generacji tj. %,% € G(n).

Niech L i 2 beda utamkami nalezacymi do réznych generacji o najmniejszej

. S r “ s . . . 7’ . 7
sumie 7 + s. Oczywiscie 7 # s. Mozemy zalozy¢, ze r > s. Wowczas
rodzicami liczb % i 2 sa odpowiednio liczby ~—* i —*-. Poniewaz liczby %
i ¥ naleza do réznych generacji, wigc ich rodzice takze naleza do réznych
generacji. Jednak suma licznika i mianownika rodzicéw wynosi r, a wiec
jest mniejsza niz suma 7 + s, co przeczy wyborowi tej sumy.

(5) Jezeli z,y € Q% oraz |[x —y| = 1, to jedna z liczb x, y jest rodzicem, a druga
potomkiem.

Jezelix = L, toy = =2

s? s

lub (rodzic, potomek)

lub y = ™. Zatem pary (z, y) to (potomek, rodzic)



Z wlasnosci (3) wynika, ze zbiory A i B sg rozlaczne, a z wlasnodci (2) wynika,
ze AU B = QF. Wlasnosci (4) i (5) dowodza implikacji opisanych w zadaniu
kropkami.



Janusz Olszewski

Zadanie nr 881 (Delta nr 5 (600) 2024)

Ciag ao,a1,az,... jest okre§lony wzorami: ag = 3, a,y1 = a2 — 2. Obliczy¢
granice
n—1
. 1
lim — H a;
=0

lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.

Komentarz. Przyjrzyjmy sie jeszcze przypadkom, gdy |a| < 2. Udowodnimy,
ze wowcezas ciag (by,) nie ma granicy.

(1)

(2)

Jezeli |a] = 2, to nasz ciag a, jest staly dla n > 1 tj. a, = 2. Czyli
by, =a-2""2 = +o0.
Gdy |a| < 2.

Poniewaz |a| < 2, wiec a = 2cosa dla pewnego a € R. Korzystajac z
tozsamosci cos 2z = 2 cos? x — 1 latwo otrzymujemy przez indukcje!, ze

an =2cos2"a. (k)

Stad |an| < 2.

Jezeli ciag (by,) jest zbiezny, to takze ciag (b2) jest zbiezny. W sposobie 2
stwierdzili$my, ze o zbieznoéci ciggu (b2) decyduje zachowanie ciagu (a,,).
7 réwnosci

1 4
gl 4
a?—4 Gpg1 + 2
oraz nieréwnosci |a,| < 2 wynika, ze cigg (b2) jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy ciag (a) jest zbiezny do granicy d € (—2,2).
Zbadajmy zbiezno$¢ ciagu (a,). Jesli ciag a,, jest zbiezny do d, to d jest
punktem staltym funkcji f(z) = 2% — 2, tj. f(d) = d, czyli d € {—1,2}.
Rozwazmy dwa przypadki
(2a) Gdy liczba « jest niewspélmierna z m, tj. & € Q.
Oznaczmy t = <. Mozemy zalozy¢, ze o € (0,7), czyli t € (0,1).
Wiadomo?, ze dla liczby niewymiernej ¢t € (0,1) zbiéor U = {x : 2 =
{nt},n € N} jest gesty w przedziale (0,1), gdzie {t} jest czescia ulamkowa
liczby t.
Funkcja g : (0,1) — (—2,2) okreslona wzorem g({x}) = 2cos (2%/*a) jest
ciagla i ,na” oraz przeksztalca gesty podzbiér U przedziatu (0,1) ,na”
gesty podzbiér V = {2cos (2"«)) : n € N} przedzialu (—2,2).
Stad wynika, ze ciag (a,,) okreslony wzorem (xx) nie ma granicy, gdy « jest
niewspolmierne z 7, co wiecej kazdy punkt przedzialu (—2,2) jest granica
pewnego podciagu ciagu (ay).
(2b) Gdy liczba o jest wspdétmierna z 7, tj. & € Q. (Badajac ten przypadek
nie nie ograniczamy sie do przedziatu (0, 1) lecz zakladamy, ze a/7 € Q)

Jezeli a/m = p/q, gdzie p, q € Z, to ciag (a,) jest okresowy dla dostatecznie
duzych n. Zatem, aby ciag byl zbiezny, konieczne i wystarczajace jest, aby

Tkrok indykcyjny wyglada tak: ant1 = a2 — 2 = 2(2cos? (2"a) — 1) = 2cos (2" T1a).
2dowéd wykorzystuje m.in. zasade szufladkows Dirichleta i byt wielokrotnie podawany na

tamach Delty, np ATyg, str 5-7 oraz A§ AT

3
2001> 1991 A2010’



byl staly dla dostatecznie duzych n. Poniewaz granica naszego ciagu moga
by¢ tylko liczby —1 i 2, wiec dla dostatecznie duzych n mamy

anp =—1 lub a, =2.

[Mozemy dodatkowo sprawdzié, dla jakich o zachodzg powyzsze réwnosci.
Mamy bowiem rownowaznie:

1
cos (2"a) = ~5 lub  cos(2"a) = 1.

Zatem -
o lg = ig +kr b 2" 'a = kn,
a wiec
= + 3k .
o = Wﬂ' lub o = 2717177

Bez trudu sprawdzamy, ze gdy « jest powyzszej postaci, wowczas cigg (ay,)
jest zbiezny i staly od pewnego miejsca. |

Wréémy do badania zbieznosci ciagu (b,,). Ciag ten ma szanse byé zbiezny
tylko wtedy, gdy ciag (b2) jest zbiezny, czyli gdy ciag (a,) jest zbiezny do
granicy d € (—2,2). Z analizy przeprowadzonej w punkcie (2b) wynika, ze
ciag (a,) jest zbiezny do —1 lub 2 oraz jest staly dlan > k, tj. a, = —1 dla
n >k lub a, = 2 dla n > k, gdzie k + 1 jest najmniejszym indeksem dla
ktérych nasz ciag jest staly. Zauwazmy od razu, ze jesli ax4+1 = 2, to ax =
—2 oraz ap—1 = 0. Tym samym wyraz bi_1 ciagu (b,) jest nieokreslony
(dzielenie przez zero w definicji ciagu).

Stad i z definicji ciagu (b,) dostajemy dla n > k i a,, — —1 réwnosé
b, = apai ...ay - (_1)n—k—2

Widzimy jednak, Ze ciag ten nie moze by¢ zbiezny, gdyz podciagi (bay,) i
(b2n+1) sa zbiezne do granic o réznych znakach.



Zadanie nr 882 (Delta nr 5 (600) 2024)
Na bokach AB, BC, CD, DA réwnolegtoboku ABC'D wybrano, odpowiednio,
punkty K, L, M, N, r6zne od wierzchotkéw. Wezmy pod uwage tréjkaty ANK,
BKL, CLM, DMN. Udowodni¢, ze kazda z nastepujacych czwoérek punktow
stanowi czwoérke wierzchotkéw pewnego réwnolegtoboku:

(a) ortocentra tych trojkatow;

(b) $rodki ciezkosci tych tréjkatow;

(¢) $rodki okregéw opisanych na tych tréjkatach.

Janusz Fiett

Zadanie 882 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzanie zadania 882

Bede oznaczat przez A’, B’, C' i D’ punkty charakterystyczne (w zaleznosci od wariantu - ortocentra,

srodki ciezkosci lub srodki okregdw opisanych), odpowiednio, tréjkgtow ANK, BKL, CLM, DMN.

Dowéd mozna przeprowadzi¢ w oparciu o obserwacje prostego faktu. Rozwazmy dwie pary prostych
rownolegtych, przecinajgce sie. Wezmy dowolne dwa sposrdd czterech punktéw, w ktérych te proste
sie przecinajg. Dokonajmy dowolnego przesuniecia réwnolegtego jednej z par prostych. Odcinek
faczacy odpowiednie dwa punkty przeciecia prostych bedzie miat, po operacji przesuniecia, te sama
miare i orientacje, co odcinek przed tg operacjg. Fakt ten dotyczy rowniez sytuacji, w ktérej jedna z par

prostych jest zdegenerowana (proste pokrywaja sie).

Przyjmijmy teraz, ze punkty K, L, M, N sg $rodkami odpowiednich bokéw réwnolegtoboku ABCD.
W takiej sytuacji caty rozwazany uktad jest Srodkowosymetryczny, a wiec kazda z rozwazanych czwérek

punktéw A’, B’, C' i D’ réwniez wykazuje symetrie srodkowa, czyli stanowi wierzchotki réwnolegtoboku.

Woystarczy udowodni¢, ze jesli dla pewnego potozenia punktéw K, L, M, N spetnione sg postawione
w zadaniu warunki, dotyczgce czwoérek punktow A’, B’, C’' i D’, to pozostajg one spetnione przy zmianie
potozenia jednego z punktow K, L, M, N. Jesli to prawda, to startujgc od uktadu, w ktérym punkty K, L,
M, N sg srodkami bokéw, mozemy kolejno przesung¢ w dowolny sposéb kazdy z nich, a rozwazane

czworki punktow A’, B’, C' i D’ pozostang wierzchotkami réwnolegtoboku.

Bez utraty ogdlnosci wybieram do rozwazan punkt M. Pokaze, ze dla kazdego z przypadkéw -
ortocentréw, Srodkow ciezkosci i srodkéw okregéw opisanych odpowiednich tréjkatéw - mozna
wskazac po dwie pary prostych rownolegtych, ktérych odpowiednie przeciecia stanowig punkty C’' i D’.
Jedna z par prostych ulega przesunieciu rownolegtemu wraz z ruchem punktu M po odcinku CD, druga
pozostaje nieruchoma. Na mocy faktu omawianego na wstepie, bedzie to oznacza¢, ze odcinek C'D’
zachowuje miare i orientacje, a wiec pozostaje rowny i rownoleglty do odcinka A’B’, na ktérego ruch

punkt M nie ma wptywu, w zwigzku z czym punkty A’,B’, C" i D’ sg wierzchotkami rownolegtoboku.

Kazdy z przypadkéw przedstawie na ilustracji, zachowujac statag konwencje uzycia koloréw. Cienkie
czarne linie to proste, zawierajgce odpowiednio wysokosci, sSrodkowe lub symetralne bokdw tréjkatow
ANK i BKL (w przypadku sSrodkowych, réwniez tréjkatéw CLM, DMN). Przeciecia tych prostych

wyznaczajg punkty A’ i B’ (ew. réwniez C' i D’). Punkt M przedstawiany jest na pomaranczowo,



wraz ze strzatkg wskazujgcg na mozliwosé zmiany jego pozycji na boku CD réwnolegtoboku. Linie
zielone oznaczajg proste, ktorych pozycja nie zmienia sie wraz z ruchem punktu M, zas linie niebieskie
- takie, ktére przemieszczajq sie wraz z ruchem punktu M, co symbolizuje strzatka. Przeciecia zielonych
i niebieskich linii wyznaczajg potozenia punktéw C' i D’. Grubymi czerwonymi liniami oznaczone sa

odcinki A’B’i C'D’.

a) Ortocentra trojkatéw.

Wysokosci tréjkagtow CLM i DMN opuszczone z punktu M lezg na wspdlnej prostej (linia
niebieska), poruszajacej sie wraz ze zmiang pozycji punktu M. Wysokosci tych tréjkatow,
opuszczone z punktéw L i N, majg state potozenie (linie zielone), niezaleznie od pozycji

punktu M.

D’

CI




b) Srodki ciezkosci tréjkatow.

Ze wzgledu na przecinanie sie Srodkowych tréjkata w proporcji 1:2, kazdy ze Srodkéw ciezkosci
C'iD’ tréjkatéw CLM i DMN zachowuje statg odlegto$é od odpowiedniego boku tréjkata, rowna
1/3 wysokosci tego trojkata opuszczonej na éw bok. Linie zielone, réwnolegte do boku DC,
zawierajg mozliwe potozenia srodkéw ciezkosci tréjkatéw CLM i DMN, za$ linie niebieskie

zachowujg odlegtos¢ miedzy soby, réwng 2/3 odlegtosci miedzy bokami AD i BC

rownolegtoboku.




c)

Srodki okregéw opisanych na tréjkatach.

Potozenie symetralnych CL tréjkgta CLM oraz DN tréjkgta DMN nie zmienia sie (linie zielone),
za$ symetralne bokéw CM trdjkata CLM i DM tréjkata DMN (linie niebieskie), przemieszczajg
sie wraz z ruchem punktu M, jednak s stale odlegte od siebie o potowe dtugosci boku CD

réwnolegtoboku ABCD.

const.

A

/

CI

=
/
K

To koriczy dowdd.

Janusz Fiett



