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Sposéb 1 zostat
pominiety w tym
zatgczniku (przyp. red.)

Janusz Olszewski

Zadanie nr 845 (Delta nr 9 (578) 2022)
Udowodnié¢ nier6wnoé¢ dla liczb nieujemnych z1,...,x, oraz y1,...,yn :

2
( Z Iiyj) = < Z Jﬁiﬂfj) ( Z yiyj>
i#] i#] i#]
(kazda z trzech napisanych sum ma n(n — 1) skladnikéw odpowiadajacych
wszystkim uporzadkowanym parom (i, j) réznych numerdéw i,j € {1,...,n}).
Rozwigzanie
Jezeli wszystkie liczby x; lub wszystkie liczby y; sa zerami, to nieréwnos¢ z za-
dania jest réwnoscia - po lewej i prawej stronie sg zera. Zalézmy wiec ze istnieja

liczby niezerowe wéréd x1, . .., x, oraz wsréd yi,. .., yn. Wowczas Z T > ()2
n n 2 n 2
Yoy >0, >0 x>0, y? >0,

Sposéb 2 ($rednia arytmetyczna i geometryczna dwoch liczb)
Bez szkody dla ogdlnosci mozemy zalozyc¢!, ze Y x; = >, y; = 1. Wowczas

inyj = ( xz)(zyz)i%yzlg%yz

M:

] i=1
inmj = (zn:xl) Zx —1—21‘2
i£] i=1

> vy = (Zy) ny—l Zw
i#£] i=1

Oczywista nieréwnoscé

ZI +22%yz+2yl Z —y:)* >0

=1

przepisujemy w postaci

n n n
Q—Qinyi > 1—fo+1—2yf.
i=1 i=1 i=1

lub réwnowaznie

Qinyj > Z$il’j + Zyiyj (1)

i#] i#j i
Z nieréwnoéci miedzy Srednia arytmetyczng i geometryczna liczb ), 2 Titj 1
Zi;ﬁj ¥iy; otrzymujemy

S w4y yiy > 2\/(2%%‘) (Z?ﬁi%‘) (2)

i#j i#] i#] i#j

Polaczenie nieréwnosci (1) 1 (2) daje teze zadania.

Lwystarczy podzieli¢é obie strony nieréwno$ci z zadania przez liczbe dodatnig

(Z?:l xi)Q(Z;:l vi)?



Sposéb 3 (nieréwnosé Aczéla)
Zachodzi nastepujace twierdzenie udowodnione przez Janosa Aczéla w 1956 r.:

Twierdzenie (nier6wnosé Aczéla)

Jezeli a,ay,...,an 1 b,b1,...,b, sa liczbami rzeczywistymi, przy czym
b2 — b3 — - — b2 >0, to
(a®> —a? —---—a?)(b® = b — - —b2) < (ab — ar1by — - -+ — anby)>

Roéwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi (a,a1,...,a,) i
(b,b1,...,b,) sa proporcjonalne tj. pa = gb, pa; = ¢b;.

\. J

Dowd6d mozna znalezé w klasycznym podreczniku Dragoslava S. Mitrinovica
Elementarne nierownosci, Warszawa 1972, PWN, str. 38.

Przyjmijmy w powyzszym twierdzeniu wartoséci z zadania: a; = z;, b; = v;,
a=>qxiib=3",y.

Jezeli ), 25 Yiy; = 0, to teza zadania jest prawdziwa, gdyz prawa strona strona
nieréwnoéci z zadania jest zerem za$ lewa jest nieujemna. Zalézmy wiec, ze
Zi# yiy; > 0. Wowczas spelnione sa zalozenia nieréwnosci Aczéla, gdyz

n

n n
b = (Zyi)z =Y v D v > > vl
i=1 i=1 i i=1
>0

Poniewaz

2 § 2 §
a — Z; = Tilj,

i=1 i#]
-yt = > v,
i=1 i#]
ab — Zzzyz = inyja
i=1 i#]

wiec nieréwno$é Aczéla przybiera postaé nieréwnosci z zadania:



Sposéb 3a (tréjmian kwadratowy -metoda zaczerpnieta z dowodu nieréwnosci

Aczéla)

Ze sposobu 3 wynika, ze zdanie jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci Aczéla.
Tak wiec metoda dowodu tej nieréwnosci bedzie dziala¢ takze w przypadku nie-

réwnodci z zadania.

Jezeli ), 25 Yiy; = 0, to teza zadania jest prawdziwa, gdyz prawa strona strona

nieréwnosci z zadania jest zerem za$§ lewa jest nieujemna. Zalézmy wiec, ze

Zi;ﬁj Yiy; > 0.

Oznaczmy a = Y . @, b= > 1" | yi.

Rozwazmy tréjmian kwadratowy

flz) = (Zyly]>x2 - 2(inyj)ac + (lemj)
1] i#] £

n

(v - iyf)m2 +2(ab - i“’)x + (-2 4)
i=1 i=1

i=1

n

= (bx—a) - Z(yix — ;)2

i=1

Poniewaz b > 0, wiec

Jednoczes$nie
n

2 n n
b? = ( y) =D+ vy > > vl
i=1 i=1 i) i=1
—_——
>0

wiec wspétezynnik przy x? jest dodatni. Tak wiec f(x) — +oo dla z — +oo.
Zatem funkcja f ma pierwiastek rzeczywisty. Tym samym wyrdznik tego troj-
mianu kwadratowego jest nieujemny, tzn

A= 4(Zx¢yj)2 — 4(2%%‘) (lexj) >=0.
i#j i#] i#j

Mamy wiec teze zadnia.



V144

Piotr Kumor

849. Rozwigza¢ réwnanie (*) 4% +47 +1=z*
w liczbach catkowitych dodatnich X, ¥, Z.

Rozwigzanie

Prostym rachunkiem sprawdzamy, ze tréjkiliczb (X, Y, T ):
(2,3,3)oraz (3, 2, 3) spetniajg réownanie (*)

Sg to wszystkie rozwigzania rownania (*).

Prawdziwy jest bowiem fakt ogdliniejszy :

Jezeli ¢ =3 jest liczbg catkowita,

to réwnanie (**) 2* +2” +1= z? ma rozwiazanie
w liczbach catkowitych X, ¥, z ; x>y =1

jedynie dla q=4 i jestnimtréjka (X, ¥, 2 ) : (6,4,3).
Wynika stgd rozwigzanie réwnania (*),
ktore jest oczywiscie szczegolnym przypadkiem rownania (**).

Dowdd tego faktu mozna ( posrednio ) znalez¢ w Internecie.
Jest to bowiem prosta konsekwencja wynikéw prac : [S] oraz [BBM].

W pracy [S]

L. Szalay: The equations 2"+ 2" +2' = 7% Indag, Math. (N.S.) 13 (2002), 131-142,

jest ona dostepna pod adresem :

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S001935770290011 X

Udowodniono twierdzenie, ktore rozstrzyga kwestie
parzystych wykfadnikow ¢ , mianowicie :



Theorem 1. If the positive integers n, m and x with n > m satisfy
(6) 242" 4 1=,

then
1) (nym,x) € {2t,t+1,2"+1)|teN, t > 1}or
(i) (n,m,x) € {(5,4,7), (9,4,23)}.

Liczby 7 i 23 sg pierwsze ( nie sg wiec petnymi potegami ),

zatem z powyzszego Twierdzenia wynika natychmiast,

ze jezeli wyktadnik 0 =2-S 24 jest liczbg parzysta,

i rownanie (**) ma rozwigzanie, to musi by¢ tez spetnione réwnanie :
2' +1= 2" dla pewnych liczb catkowitych dodatnich : t, $>2, 7 .
To ostatnie rdwnanie jest spetnione wtedy i tylko wtedy,

gdy t=3, =2, Z=3. Jest to fakt doskonale znany,

i tatwy do udowodnienia ( natychmiastowy ).

Zatem dla parzystych wyktadnikéw 0 mamy kompletne rozwigzanie
réwnania (**), a wiec takze réwnania (*) czyli zadania 849.

Natomiast dla nieparzystych wykfadnikéw 0 > 3 réwnanie (**)
nie posiada rozwigzan, a jest to udowodnione w pracy [BBM].

M.A. Bennett, Y. Bugeaud and M. Mignotte: Perfect powers with few binary digits and related Diophantine
problems, II, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 153 (2012), 525-540.

https://irma.math.unistra.fr/~bugeaud/travaux/BBM-Cambridge.pdf

jako nastepujgce twierdzenie :

TueoreM 1. If there exist integers a > b > 0 and q = 2 for which
4t 1=yl, with € {23},
then (z,a,b,y,q) is one of
(2,5,4,7,2), (2,9,4,23,2), (3,7,2,13,3), (2,6,4,3,4), (4,3,2,9,2), or (4,3,2,3,4),

or (z,a,b,y,q) = (2,2t,t +1,2" +1,2), for some integer t =2 ort > 4.



Jak widac, twierdzenie to jest nieco ogolniejsze.
Podane sg wszystkie rozwigzania rownania (**), a takze réwnania (***)

3+3 +1=12", ( jest tylko jedno rozwigzanie ) 3" +3+1=13,

Ponadto, widoczne sg tez ( nieco wbrew zatozeniom {2, 3} )

rozwigzania rownania 4" +4Y +1= 2% obejmujace po drodze
takze przypadek naszego réwnania (*) czyli zadania 849.
Jest ono podane trzy razy :

2°+2°+1=3" . £ +4°+1=9" . £ +4°+1=3"

Dowaod dla parzystych wyktadnikow { , to po prostu odestanie

do pracy [S] ( cytowanej powyzej ).

Dowdd, ze dla nieparzystych wyktadnikéw nie ma rozwigzan,

to caty rozdziat 3 pracy [BBM]

( strony 151 — 155 we wskazanym pliku PDF ).

Dowadd ten jest bardzo trudny, to bardzo zaawansowana teoria liczb.
Nawet nie probowatem na powaznie go czytaé¢ ( Piotr Kumor ).
Odrobine lepiej wyglgda dowdd dla wyktadnikéw parzystych,
dokfadniej dla kwadratéw ( praca [S] ), jednak on takze nie jest fatwy.
Tym bardziej nie jest tatwe pytanie o ogdlne rozwigzanie

b
rownania X* + X +1=Y" wliczbach catkowitych dodatnich
X, y.q=2 a>b>1,
Mozna znalez¢ liczne prace na temat tego rownania.
Rozstrzygnieto wiele przypadkow szczegolnych,

ale petne rozwigzanie wydaje sie by¢ odlegte.
Dla potwierdzenia zacytujmy ostatnie stowa ( str.83 / 84 ) pracy [BB] :

M.A. Bennettand Y. Bugeaud: Perfect powers with three digis, Mathematika 60 (2014), 66-84

https://personal.math.ubc.ca/~bennett/BeBu-Math-2014.pdf

§7. Concluding remarks. The Diophantine equation we have studied in this

paper,
x4 +-\‘b +1= L\-‘l! a>b=0,

likely has only the solutions

(x,a,b,y1) =(2,5,4,7%, (2,9.4,23%), (3.7. 2, 13%),
(18.2.1.7%).(72.3. 1. 611%)



84 M. A. BENNETT AND Y. BUGEAUD

or (2,2, 1+ 1, (2" + 1)?). r = 2. in positive integers x, y and ¢ > 2. We are,
however, unaware of techniques that would enable one to prove this, without
additional assumptions. As a rough indication of the level of difficulty involved,
one might observe that for this equation, only with » =0, it is still unknown
whether the number of solutions in integers x, v, a, ¢ with a, g > 2 is finite.

Znow, nieco wbrew zatozeniom ( ze d > b>0 ) na koncu wspomniano
przypadek b=0, czyli rbwnania X*+2= yq :
Znane jest tylko jedno rozwigzanie X=5,a=2,y=3 ,0=3
oraz hipoteza, ze nie ma innych.
Jezeli dopuscié takze mozliwos¢ a=0b>2
to mamy do czynienia z rownaniem 2x* +1=y" sytuacjg :
2 2
a=b=0=2 (réwnanie Pella 2X" +1=Y" nieskonczenie wiele
rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich X , Y )

oraz wyjgtkowym réwnaniem 2-11° +1= 35.

Sg to ( chyba ? ) jedyne znane rozwigzania réwnania diofantycznego

2X* +1=y" chot nie jestem ( Piotr Kumor ) do konca tego pewny.
Pewne jest za to, ze istnieje rozwigzanie zadania 849

na poziomie matematyki Klubu 44 M.

Zaprezentowane wyzej wyniki na pewno ( ©©0© )

znacznie go przekraczajg ...

Zadanie 849 okazuje sie by¢ popularne.
Wystgpito w finale olimpiady matematycznej w Korei, w roku 2007.

Nawet w nieco mocniejszej wers;ji :

3. Find all triples (x,v,z) of positive integers satisfying 1 +4*+ 4" = 22,



Nie znalaztem rozwigzania w formie tekstu, ale na YouTube
jest dostepny film z tym rozwigzaniem !
Film jest pod adresem : https://youtu.be/410YzkQLTgM

Niniejszy tekst, az do tego miejsca napisatem jeszcze w roku 2022.
Kilka dni temu / styczen 2023 / natkngtem sie na kolejng,
dostepng pod adresem https://arxiv.org/pdf/math/0608796.pdf prace :

arXiv:math/0608796 [pdf, ps, other]

Elementary treatment of p* £ p° + 1 = 2*
Authors: Reese Scott
Abstract: We give a shorter simpler proof of a result of Szalay on the equation 2° + 2 +1=2%we give an elementary

Jak wida¢ na zdjeciu jest tam zaprezentowany dowdd krotszy i prostszy
niz ten podany w pracy [S]. Nowy dowdd zajmuje tylko jedng strone,

jest wyraznie prostszy i ,, prawie ” elementarny

(to znaczy na poziomie olimpiad lub Klubu 44 M).

Jednak ,, prawie “ czyni roznice, na koncu jest zastosowana nierdwnosc,
ktéra wykracza ponad ten poziom.



Janusz Olszewski

Zadanie nr 856 (Delta nr 2 (585) 2023)

Rozstrzygnad, czy istnieje ciag nieskoficzony (a1, az, as, - - . ) 0 wyrazach catkowi-
tych dodatnich taki, ze kazda dodatnia liczba calkowita wystepuje dokladnie raz
w kazdym z ciagbéw (a1, az,as,...) oraz (di,ds,ds,...), gdzie d; = |a; — a;+1]|.

Zadanie 856 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzanie

Istnieja takie ciagi.

Powiemy, ze ciag liczb calkowitych dodatnich Xy, = (z1, .. ., Zn) jest k-wypeiniony
jezeli liczby w ciagu X}, sa parami r6ézne oraz zbiér {1,2,...,k} jest zawarty w
zbiorze {z1,...,Zn}.

Skonstruujemy ciag (a1,az,...) taki, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnie-
je liczba naturalna n taka, ze ciag Ax = (a1,...,an) oraz ciag réznic Dy =
(d1,...,dn—1) sa k-wypelnione.

Konstrukcje ciagu (a1, ag, . . . ) przeprowadzimy indukcyjnie.

Przyjmijmy a3 = 1, a2 = 2, di = 1 oraz A; = (a1,a2), D1 = (d1). Ciagi
A i Dy sg 1-wypelnione. Zalézmy, ze zostaly zdefiniowane (k — 1)-wypelnione
ciagi Ax—1 = (@1,...,6n) i Dg—1 = (d1,...,dn—1). Rozszerzymy te ciagi o
nowe wyrazy tak, by nowe ciagi Ag i Dy, byly k-wypelnione. Oznaczmy przez N
najwiekszy wyraz ciagu Ax—1. OczywiScie kazdy wyraz ciagu Dy—1 jest mniejszy
niz N.

JeSli k € Ag—1 1 k € Dg_1, to przyjmijmy Ax = Ax—1, Dx = Dg—1.

(1) Jedli k € Ag—1 i k € Dg_1, to przyjmijmy
an+1 =2N +an+k, ant2=any1 —k.
Wéwezas d, = 2N + k, dpt1 = k.
(2) Jedli k & A1 i k € Dg_1, to przyjmijmy
an+1=2N+an,+k, ant2=k.
Wéwcezas d, = 2N + k, dpt1 = 2N + ap,.
(8) Jedli k & A1 i k & Dg—1, to przyjmijmy
n+1 =2N +an+k, apny2=any1+k, ants=k.
Wéwcezas d, = 2N + k, dpy1 =k, dpy2 = 2N +ap, + k.

Ciagi Ax i Dy powstajg odpowiednio z Ag—1 i Dg—1 przez dodanie nowych
wyrazéw a; i d; utworzonych w spos6b opisany w przypadkach (1) — (3).



Poczatkowe wyrazy konstrukecji.

Ay = (1,2,8,6) przypadek (1)
Dy = (1,6,2)

As = (1,2,8,6,25,28,3) przypadek (3)
Ds = (1,6,2,19,3,25)

Ay = (1,2,8,6, 25,28, 3,63, 67, 4) przypadek (3)
Dy = (1,62, 19,3, 25, 60, 4, 63)

As = (1,2,8,6,25,28, 3,63, 67,4, 143, 148, 5) przypadek (3)
Ds = (1,6,2,19,3, 25, 60, 4, 63, 139, 5, 143)

7 konstrukcji ciagéw Ay i Dy wynika, ze kazdy z nich zawiera wszystkie liczby
naturalne od 1 do k. Udowodnimy, ze wyrazy tych ciagéw sa parami rézne.

Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze kazdy z ciagéw Ax—1 = (a1,...,a,) i
Dy_1 = (d1,...,dy—1) zawiera parami rézne wyrazy. Przyjrzyjmy sie¢ nowym
wyrazom dolaczanych do tych ciggdéw. Latwo sprawdzamy, ze w kazdym z przy-
padkéw (1) — (3) konstrukeji, nowo dolaczane wyrazy sa parami rézne oraz nie
wystepuja w ciggach Ax_1 1 Dx—1. Wyrazy te sa albo wieksze od N, czyli sa
wieksze kazdego z wyrazéw tych ciagdw, albo wynosza k. Dokladniej, liczby
Gn+1 1 dy sa wieksze od N, a ponadto:

— w przypadku (1) liczba a2 jest wigksza od N, za$ d,,+1 = k.
— w przypadku (2) liczba a2 = k, za$ liczba d,, 1 jest wicksza od N.
— w przypadku (3) liczby an42, dnt2 sa wicksze od N oraz dpy1 = an+3 = k.

Wobec powyzszego ciggi Ay i Dy sa k-wypelnione.
Skonstruowany w powyzszy sposob ciag (a1, as,...) spelnia warunki zadania,
poniewaz:

* kazdy z clagéw (a1, aq,...) oraz (di,ds,ds, .. .) zawiera parami rézne wy-
razy, gdyz kazdy z podciagéw Ay = (ai1,...,a,) oraz Dy = (di,...,by)
zawiera parami rozne wyrazy.

* dla dowolnej liczby naturalnej k ciagi (a1, ag, as,...) oraz (dy,ds,...) za-
wieraja liczbe k, gdyz podciagi Ax = (a1,...,a,) oraz Di(di,...,b,)
zawieraja liczbe k.

Uwaga 1. Liczba 2N w definicji ciagu Ay zostala tak dobrana, aby dotaczane
nowe wyrazy ciggéow Ay i Dy byly wigksze od N poza jedna, rowna k; k jest
réwne najmniejszej liczbie calkowitej dodatniej nie wystepujacej w tych ciagach.
Oczywiscie zamiast 2N mozna przyja¢ dowolna dostatecznie duza liczbe. Cho-
dzi tylko oto, aby zagwarantowaé, by nowe liczby byly rézne i wieksze niz N,
a wiec nie wystepuja we wcze$niej utworzonym ciggu Ayx_1. Tak wiec ciagdéw
spelniajacych warunki zadania mozna skonstruowac nieskonczenie wiele.



Uwaga 2.
Ciggiem réznicowym rzedu n ciagu (a1, a2, as, . .. ) nazwijmy ciag (dn1,dn 2, .. .)
taki, 7e dmi = ‘dn—Li — dn—17i+1|7 przy czym doﬂ' = a;.

Podobna konstrukcje (liniowej rekurencji) do przedstawionej w rozwiazaniu
zadania mozna zastosowaé¢ do budowy ciggu bedgcego permutacjg liczb natural-
nych takiego, ze ciggi roznicowe rzedu 1 i rzedu 2 sq takzie permutacjami liczb
naturalnych.

Oto przyktadowa konstrukcja:

Przyjmijmy A1 = (1,2,4), D11 = (1,2), D21 = (1). Ciagi A1, D11 i D2

sa l-wypelnione. Zalézmy, ze zostaly zdefiniowane (k — 1)-wypelnione ciagi

A1 = (a1,...,an) i Dig—1 = (d1,1,-.-,di,n-1), Dop—1 = (d2,1,...,d2,n—2).

Oznaczmy przez N najwiekszy wyraz ciagu Ag_;. Oczywiscie kazdy wyraz cia-

gow D1 p—1, D2 -1 jest mniejszy niz N. Oznaczmy X = 6N + ay, + di p—1.
Rozwazmy trzy przypadki:

(1) Jesli k & Dy j—1, to przyjmijmy
ny1 =X, apy2 =X —2N, apny3 =X —4N +k,

Wowczas dl,n =X- Qnp, d17n+1 = 2N, dl,n+2 = 2N — k oraz dg’nfl = GJV7
d27n =X — Apn — 2N7 d2’n+1 = k.

(2) Jesli k & Dy i1, to przyjmijmy
An+1 :)(7 An42 = X—2N, An+3 =X —QN—]C,

Wowcezas d17n =X - Ay, dl)nJr]_ = 2]\7'7 dl,n+2 = k oraz dg’nfl = 6]\/'7
dg’n =X - Ap — 2]\77 dz)n+1 =2N — k.

(3) Jesli k & Ag_1, to przyjmijmy
an+1 = X, an+2 = X — 2N, an+3 = k,

Woéwezas dy, = X —ap, dint1 = 2N, dint2 =X —2N —korazdy 1 =
6N, dop =X —an —2N,dopt1 =X —4N — k.

Konstrukcje ciagéw Ay, D1k, D2 przeprowadzamy nastepujaco.

Jedli nie zachodzi zaden z powyzszych trzech przypadkdéw, to przyjmijmy
Ap = Ap_1. Czyli Dy = Dy p—1,Dop = Do 1.

Jezeli zachodzi dokladnie jeden z powyzszych trzech przypadkéow, to ciagi
Ap, D1k 1 Dg i, otrzymujemy przez dodanie 3 nowych wyrazéw w kazdym z tych
ciagow.

Jezeli zachodza dwa z powyzszych przypadkéw, to najpierw wybieramy jeden
z tych przypadkéw, dla niego wyznaczamy any1, ant2, Gnts 1 dodajemy te trzy
nowe wyrazy, a nastepnie do nowo utworzonych ciaggéw (z dodanymi wyrazami)
stosujemy drugi z tych przypadkéw (zmieniajac warto$é N oraz X, przyjmujac
N jako maksimum z ciagu Ag—1U(@n+1,a,+2.a,,+3)) 1 dodajemy kolejne 3 wyrazy.
Ciagi Ay, D1, i D2 beda mialy 6 wyrazéw wiecej niz Ar_1, D1 k-1, D2, k1.



Podobnie postepujemy w przypadku, gdy zachodzg wszystkie trzy przypadki.
Ciagi Ak, D1,k 1 D2 beda miaty po 9 wyrazéw wiecej niz Ap—1, D1 g—1, D2 x—1.

Oto poczatkowe ciggi mozliwej konstrukeji. R6zne konstrukcje uzyskujemy
wykonujac w réznej kolejnosdci warianty (1)-(3) oraz zmieniajac wartosci N.

Ay = (1,2, 4,30, 22, 16)

dio = (1,2, 26 8, 6)

dyy = (1,24,18,2)

As = (1,2, 4 30 22, 16, 202, 142, 85, 1234, 830, 827, 7426, 4958, 3)

dis = (1,2, 26,8,6,186, 60, 57, 1149, 404, 3, 6599, 2468, 4955)

dys = (1,24, 18,2, 180, 126, 3, 1092, 745, 401, 6596, 4131, 2487)

Ay = (1,2, 4,30, 22, 16, 202, 142, 85, 1234, 830, 827, 7426, 4958, 3,
49514, 34662, 34658, 302042, 203014, 103990)

dia = (1,2, 26,8, 6,186, 60, 57, 1149, 404, 3, 6599, 2468, 4955,
49511, 14852, 4, 267384, 99028, 99024)

dyy = (1,24,18, 2, 180, 126, 3, 1092, 745, 401, 6596, 4131, 2487,

44556, 34659, 14848, 267380, 168356, 4)

Budujac Ay, Az oraz A4 zastosowaliémy odpowiednio wariant (1), kolejno wa-
rianty (1), (2) i (3) oraz kolejno warianty (2) i (1).

Ciagi Ay wyznaczaja poszukiwany nieskoficzony ciag (a1, as,...) bedacy
permutacja liczb naturalnych, ktoérego ciagi réznicowe rzedu 1 i rzedu 2 sa takze
permutacjami liczb naturalnych.

Uwaga 3.

Liniowa rekurencja utworzona w rozwigzaniu zadania i uwadze 2 sugeruje, ze
dla kazdego n > 2 mozna skonstruowaé ciag (a1, as,...) bedacy permutacja
zbioru liczb naturalnych taki, ze jego kolejne ciagi réznicowe rzedéw od 1 do n
sa takze permutacjami liczb naturalnych. Przypuszczalnie jest jeszcze ciekawiej:
istnieje ciag bedacy permutacja zbioru liczb naturalnych taki, ze wszystkie jego
ciagi réznicowe sg permutacjami liczb naturalnych.
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856. Rozstrzygnac, czy istnieje ciag nieskoriczony (01,02,613,---)
o wyrazach catkowitych dodatnich taki, ze kazda dodatnia liczba
catkowita wystepuje doktadnie jeden raz w kazdym z ciggow

(a,,a,,a,,...) oraz (d,,d,,d;....), gdzie d; =|a; —a

Piotr Kumor

i+1

Rozwiazanie

Odpowiedz jest pozytywna, przyktadem jest cigg
(al »dy, 0, ,) : https://oeis.org/A129198
powstaje z niego cigg (d19d29d39-~-) : https://oeis.org/A129199

Na tych stronach OEIS jest podany link do pracy [SV77] :

P.J. Slater and W.Y.Velez, Permutations of the positive integers with restrictions on
the sequence of differences, Pacific J. Math., 71 (1977), 193-196.

To pierwsza chronologicznie praca,
gdzie podano te konstrukcje i dowdd jej poprawnosci.
Zadanie 856 uznajmy wiec za rozwigzane.

Odnotujmy jednak jeszcze kilka pokrewnych, ciekawych wynikéw,
ktdre prezentujemy nizej, wraz ze wskazaniem zrédet ich pochodzenia.

1) Nieskonczony ciag permutacji

Istniejg permutacje (01,02,03,---) dla ktorych cigg réznic (dl,dz,d3,---)
di o di+1

jest permutacjq i takze ma wtasnosc : cigg kolejnych roznic

jest permutacjg, i jest tez tak dalej dla wszystkich kolejnych
iteracji ciggow. Méwi o tym twierdzenie :



THEOREM. There exists a permutation of N for which each of ifs
successive difference sequences is also a permutation of N.

udowodnione w pracy

P.J. Slater, On repeated difference sequences of a permutation of N, J. Number The-
ory, 16 (1983), 1-5.

Nie znam jednak wyraznych przyktaddéw takich ciggow.

Nie umiem ich sam skonstruowac, nie zdotatem tez znalezc¢ ich

ani w tej pracy ( jga samg znalez¢ fatwo ), ani na stronie OEIS,

ani w ogole w sieci ...

/ co jednak oczywiscie nie oznacza, ze ich tam na pewno nie ma ... /.

2) Jakie ciggi réznic mozna otrzymac¢ z permutacji ?
Wariant nieskonnczony.

W cytowanej juz ( na poczatku ) pracy [SV77] udowodniono
twierdzenie nieco ogolniejsze niz potrzeba do zadania 856.
Mianowicie :

Let {a;} be a sequence of positive integersand d,=|a;,;—a.|.
We say that {a,} is a permutation if every positive integer
appears once and only once in the sequence, {a;}. We prove
the following: Let {m,; be any sequence of positive integers,
then there exists a permutation {a,} such that |{&|d,=1}|=m..

Jest to udowodnione jako Theorem 3 na koncu tekstu.
Konstrukcja jest bardzo podobna do tej z ktorej powstaje cigg
https://oeis.org/A129198 a wiec jest ona na poziomie Klubu 44 M
/ bo przeciez zadanie 856 wystgpito w konkursie © /

Jednak w pracy [SV77] nie ma petnej charakteryzacji ciggow,
ktére mogg powstac jako ciggi roznic pewnych permutacji.
Nie znam podobnej charakteryzacji, by¢ moze jest ona nieosiggalna.

Natomiast jest dobrze znana dla klasy ciggow,
ktére majg tylko skonczenie wiele parami réznych wyrazow.



3) Ciagi ktore maja tylko skonczenie wiele réznych wyrazéw
I mogg powsta¢ jako ciggi réznic permutacji

Doktadna ich charakterystyka jest nastepujgca :

In this paper, we show that given any finite set, D = {D,, D, ..., D}, of positive integers,
with ged (D,, D,, ...,D,) =1, there is a permutation of the positive integers such that the
absolute value of the difference between any two consecutive values is in D. Further, it is
possible to choose the permutation so that each element of D occurs infinitely often as
a difference. This answers in the affirmative a conjecture of Slater and Velez (1977, 1979).

Oczywiscie jest to takze warunek konieczny, bo jezeli wszystkie liczby
zbioru D majg wspdlny dzielnik wiekszy od jeden, to ten pierwszy
wyjsciowy cigg nie moze by¢ permutacjg wszystkich liczb catkowitych,
jest bowiem podciggiem pewnego ciggu arytmetycznego o réznicy
wiekszej niz jeden.

Natomiast dowdd dostatecznosci tego warunku jest trudny

I niekonstruktywny ( chyba raczej, nie wiem tego na pewno,

mimo ze mam go przed oczami ® ) a jest on gtdbwnym tematem pracy :

Richard Stong, ,, Permutations of the positive integers with
specified differences “ Discrete Mathematics 176 ( 1997 ) 223 — 231

Praca jest dostepna pod adresem :

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X96001549

W tym miejscu juz konczymy nasze rozwazania ©



Michal Adamaszek, Kopenhaga, Klub 44M, II 2023

Zadanie 856.

Istnieje. Przypusémy najpierw, ze skonstruowaliSmy pewien poczatkowy fragment A =
(a,...,a,), wraz z odpowiadajacym mu D = (di,...,d,_1) tak, ze obydwa ciagi nie za-
wierajg powtorzen.

Niech a bedzie dowolna liczbg nie wystepujaca w A. Wowcezas mozemy rozszerzy¢ ciag A
tak, aby zawieral a, oraz aby warunek réznowarto$ciowosci rozszerzonych A i D pozostal
spetniony. W tym celu rozszerzamy A do ciagu

(a1,...,a,,C,a)
otrzymujac jednocze$nie rozszerzony ciag D:
(dy,...,dp1,|C — ayl,|C — al).
Zatem wymagane roéznowartosciowosci beda spelnione jezeli tylko dobierzemy dostatecznie

wielkie C.

Podobnie, niech d bedzie dowolng liczba nie wystepujaca w D. Wowczas mozemy rozsz-
erzy¢ ciag A tak, aby w ciagu D pojawilo sie d, oraz aby warunek réznowartosciowosci
rozszerzonych A i D pozostal spetniony. W tym celu rozszerzamy A do ciaggu

(al,...,an,C’Jrci,C)
otrzymujac jednocze$nie rozszerzony ciag D:
(dy,...,dp1,|C+d— a,l,d).
Zatem wymagane roznowartosciowosci znoéw beda spelnione jezeli tylko dobierzemy dostate-

cznie wielkie C.

Startujac od A = (1,2)1 D = (1) i rozszerzajac ciag A zgodnie z jedna z powyzszych procedur
o najmniejszy element brakujacy w ktoryms z ciggow A, D skonstruujemy nieskonczony
ciag dla ktorego A i D sa réznowartosciowe oraz kazdy z nich wyczerpuje wszystkie liczby
catkowite dodatnie.

104



Rozwigzanie zadania nr 856

Cigg budujemy rekurencyjnie wychodzac z 2 elementow: a1 =1, ay = 2.

Zatézmy, ze wybraliSmy juz elementy aq, as, . . . , a, oraz, ze pierwszg liczba,
ktora nie wystepuje w ciggu jest liczba k, a pierwsza roéznicg, ktorej brak,
jest d.

Dopisujac jeden lub trzy kolejne elementy ciggu mozemy osiggnaé odpowied-
nio liczby k i d w ten sposéb, ze zadna réznica kolejnych wyrazéw sie nie
powtoérzy, ani zaden wyraz ciagu.

Jesli |a,, — k| = d, to wybieramy a,+1 = k.

W przeciwnym wypadku bierzemy a1 dwa razy wigksze od najwigkszego
wyrazu ciggu. anio = api1+d, a,r3 = k. W tak uzupetlionym ciggu nadal
zaden wyraz sie nie powtarza ani zadna roznica.

Konstrukcja dowodzi, ze zadany ciag istnieje.

Jerzy Cisto



Janusz Fiett

Rozwigzanie zadania 856

Istniejg takie ciagi. Przyktadowa konstrukcja moze wyglada¢ nastepujaco.

Niech Ay oznacza zbidr wszystkich liczb catkowitych dodatnich réznych od as, ..., aK, natomiast Dy - zbidr

wszystkich liczb catkowitych dodatnich réznych od dj, ..., dk. Przyjmuje, ze a1=1, a; =2.
Znajac k pierwszych wyrazdw ciggu an, kolejne wyznaczam nastepujgco:
jesli max(ds,..., di1) > k-1, to aka = ak+minDy,
jesli max(dy,..., dx1) = k-1, to:

jesli |ak-minAg| > k-1, to a1 = minAy, a2 = ax+l

jesli |[ak-minAx| € k-1, to aksa = ak + k.
Poczatkowe wyrazy ciggu anto: 1, 2,4, 7, 3, 8, 14, 5, 15, 22, 30, 6, 31, 42, 54, 67, 81,...
Poczatkowe wyrazy ciggu d,to: 1, 2, 3,4,5,6, 9, 10, 7, 8, 24, 25, 11, 12, 13, 14,...
Powyiszg konstrukcje mozna intuicyjnie opisa¢ w nastepujgcy sposdb. Zazwyczaj kolejny wyraz
ciagu an otrzymujemy, dodajgc do poprzedniego wyrazu najmniejszg liczbe catkowitg dodatnia, ktdra
nie wystgpita jeszcze w (rownoczesnie konstruowanym) ciggu d,. Jesli jednak nadarza sie okazja,
wyznaczajac dwa nastepne wyraz ciggu a, wykonujemy przedtem ,,skok do tytu”, do najmniejszej liczby
catkowitej dodatniej, ktdra nie wystapita jeszcze w ciggu an, a nastepnie ,,skok do przodu”, do liczby
o jeden wiekszej, niz obecny przedostatni wyraz ciggu an (ktory jest najwiekszym dotychczasowym

wyrazem tego ciggu). Okazja, o ktérej mowa, to sytuacja, gdy skok do tytu nastepuje na odlegtosc,

ktdra nie wystgpita jeszcze w ciggu d..

Opisany algorytm dba, by w ciggu d, na biezgco umieszczac jeszcze niewykorzystane liczby, mniejsze
od aktualnego indeksu. Dzieje sie to kosztem zaniedbywania matych liczb, ktére nie wystapity jeszcze
W Ciggu an - powraca sie po nie sporadycznie, tylko wtedy, gdy w zbiorze d, nastgpi porzadek, a wiec

pojawi sie w nim komplet liczb catkowitych dodatnich, mniejszych lub réwnych aktualnemu indeksowi.

Pozostata cze$¢ rozwigzania zostata pominieta w tym
zatgczniku - przyp. red.



Janusz Olszewski

Zadanie nr 858 (Delta nr 2 (585) 2023)

W przestrzeni znajduje si¢ tréjkat réwnoboczny ABC o boku dlugoéci 1 oraz
odcinek DE dlugosci 1, majacy punkt wspélny z tréjkatem ABC. Udowodnié, ze
pewien z punktéw A, B,C, D, E jest w odlegloéci nie wigkszej niz 1 od czterech
pozostalych.

Zadanie 858 zaproponowal pan Michat Adamaszek z Kopenhagi.
Rozwigzanie

Teza zadania méwi, ze albo odleglo$é jednego z punktéw D, E do wierzchotkéw
tréjkata ABC nie przekracza 1, albo odleglo$ci jednego z wierzchotkéw tréjkata
ABC do pary punktéw D, E nie przekracza 1.

Zadanie mozemy przeformulowaé nastepujaco: W graniastostupie prawidtowym
tragkgtnym o podstawach Ay B1Ch i A2 BaCo i wszystkich krawedziach réwnych 1
dla dowolnego punktu P tego graniastostupa albo odleglosci do wierzcholkéw
pewnej podstawy A;B;C; nie przekracza 1, albo odlegtosci punktu P do koricéw
pewnej krawedzi bocznej nie przekracza 1.
Pokazemy ze to jest to samo zadanie!:
Wrystarczy zauwazyé, ze érodki A;, By, Cy,
As, By, C> odpowiednio odcinkéw DA, DB,
DC, EA, EB, EC tworza graniastostup
prawidlowy tréjkatny o wszystkich krawe-
dziach réwnych 1/2. Jedli punkt P jest rod-
kiem odcinka DE, to DA = 2PA;, DB =
2PB;, DC = 2PCy, EA = 2PA;, EB =

2PB;, EC = 2PC;. Dopuszczamy tak-
ze przypadek zdegenerowany, gdy podstawy
graniastostupa leza w jednej plaszczyznie.
Punkt P lezy oczywiScie w tym graniasto-
stupie (we wnetrzu lub na jego brzegu). Od-
powiednia jednokladnoéé o srodku w punk-
cie P iskali 2 daje sformulowanie dla grania-
stostlupa prawidlowego tréjkatnego o krawe-
dzi dlugosci 1.

lmozna to uzasadnié réwniez tak: rozwazmy symetrie srodkows wzgledem érodkéw Pj i
P3 odcinkéw DS i SE, gdzie P jest punktem wspdlnym odcinka DE i tréjkata ABC. W
symetrii wzgledem P; tréjkat réwnoboczny ABC przejdzie na tréjkat réwnoboczny A3 B1Ch,
a odcinki DA, DB, DC przejda na odcinki PA;, PBy, PC1. Podobnie w symetrii érodkowej
wzgledem P; tréjkat r6wnoboczny ABC przejdzie na tréjkat réwnoboczny Az BaCa, a odcinki
EA, EB, EC przejda na odcinki EA;, EB1, ECy. Oczywiécie AjA2 = DS+ SE =11
podobnie B;1 B = C1C2 = 1. A1 B1C1A2B2C> jest graniastostupem prawidlowym tréjkatny
o wszystkich krawedziach réwnych 1.



Udowodnimy dwa lematy.
Lemat 1. Rozwaimy zbior 1 zloZony z trzech kul Ka, K, K¢ o Srodkach w
punktach A, B,C i jednakowym promieniu dlugosci 1, majgcych cze$é wspolng
oraz wieloScian W, ktorego wszystkie Sciany zawarte sq w zbiorze Q. Wowczas
caly wieloscian W jest zawarty w zbiorze 2.
Dowdd. Zatézmy, ze pewien punkt wewnetrzny wieloScianu W nie jest zawarty
w zbiorze 2. Niech k£ bedzie prosta przechodzaca przez punkt P prostopadia do
plaszczyzny mw, wyznaczonej przez punkty A, B, C. Punkt przeciecia prostej k z
plaszczyzna m oznaczmy przez M. Pélprosta o poczatku w punkcie P zawarta w
prostej k nie zawierajaca punktu M oznaczmy przez [. Wezmy dowolny punkt
R pélprostej I. Wéwezas RA? = RM? + MA? > PM? + MA? = PM? tj.
RA > PA > 1. Podobnie RB > PB > 1, RC > PC > 1. Tak wiec odlegtosci
kazdego punktu poélprostej | od wierzchotkéw A, B, C sa wieksze niz 1. Poniewaz
punkt P lezy wewnatrz wielosciany W, wiec pélprosta | przecina pewng $ciang
tego wielogcianu. Punkt ten jest odlegly od kazdego z punktow A, B, C o wiecej
niz 1. Mamy sprzecznosé z zatozeniem, ze kazdy punkt Sciany wieloscianu jest
zawarty w zbiorze 2. B
Lemat 2. W graniastostupie prawidlowym trojkgtnym o krawedziach diugosci 1
wybierzmy trojkat, ktorego jeden bok jest krawedzig podstawy, a pozostate dwa
boki sq przekgtnymi Scian. Wowczas dla dowolnego punktu P graniastostupa
co najmniej jedna z trzech odlegtosci tego punktu do wierzcholkow trojkgta nie
przekracza 1.
Dowdd. Wezmy trojkat B; AsCs w graniastostupie prawidlowym tréjkatnym o
podstawach A; B1Cy i A3 BoCs oraz dowolny punkt P tego graniastostupa.

Aby udowodnié, ze co najmniej jedna z
trzech odlegtosci PBy, PAs, PC5 nie prze-
kracza 1 wystarczy udowodnié, ze punkt P
lezy w jednej z kul o érodkach w punktach
By, Az, Cs i promieniu 1. Kule te oznacz-
my przez K, K4, K¢, a sume mnogosciowa,
tych kul oznaczmy przez Q.

Zgodnie z lematem 1 wystarczy pokazaé, ze
kazda ze Scian tego graniastostupa lezy w
zbiorze ).

Podstawa A2Cs By bedaca tréjkatem réownobocznym o boku 1 jest z2awarta w
kazdej z kul K4 i K¢. Podstawa A;C1B; bedaca trjkatem rownobocznym o
boku 1 jest zawarta w w kuli Kp. Sciana A, B;BaA, jest rombem o boku 1,
dlatego tréjkaty réwnoramienne Ay AsBs i A1 B1Bs o ramionach dhugosci 1 sg
zawarte odpowiednio w kulach K 4 i K. Dlatego $ciana A By Bs A5 jest zawarta
w zbiorze ). Podobnie éciana By B2C>C jest zawarta w zbiorze (2.

Przyjrzyjmy sie dokladniej $cianie A; A2C5C}. Sciana ta jest rombem o boku 1.



Jedli jeden z katow przy wierzchotkach As
lub Cy jest nie wigkszy niz 60°, to romb
A1 A3CyCy jest zawarty w jednej z kul
Ka, Kc. Rzeczywiscie, jesli <<A2C2Cp <
60°, to odcinek A5C jest nie wiekszy niz 1.
A wiec romb A1 A5C5Cy jest zawarty w ku-
li Kg.

Zatézmy, ze 60° < <A2CyC1. Niech X 1Y bedg wierzchotkami tréjkatéw réwno-
bocznych A1C1 X 1 AxCoY lezacych w plaszezyznie rombu A; A;CoCy 1 takich,
ze punkt Y nalezy do tego rombu, zas punkt X lezy poza rombem. Gdy By = X,
to dostajemy przypadek graniastostupa zdegenerowanego,tj. gdy podstawy leza
w jednej plaszczyznie.

]

Cs Ch

Az By

Cs
Czworokat A3 A1 XY jest rombem. Dlatego XY = 1. Niech S bedzie punktem
przeciecia odcinkéw C1 A 1 XY. Wéwcezas

BiY <BiS+SY=X54+85Y=XY=1

Zauwazmy teraz, ze tréjkat CoC1Y jest zawarty w kuli K¢, trojkat Ao A1Y jest
zawarty w kuli K4, a trojkat AoCoY jest zawarty w kazdej z kul K4, K¢.

W konicu, poniewaz odleglosci punktéw Ap,Y, Cy od srodka kuli K4 (tj. punk-
tu Bj) nie przekraczaja 1, wiec trojkat A1 Y Cy jest zawarty w kuli Kp.

Tak wiec, réwniez romb A; AsCyCy jest zawarty w zbiorze Q.

Zatem wszystkie $ciany graniastostupa A; B1Cy As BoCy sa zawarte w zbiorze 2.
Tym samym, zgodnie z lematem 1, nasz graniastostup jest zawarty w zbio-
rze ). W

Przejdzmy do rozwiazania zadania - w zmodyfikowanej wersji. Teza wynika
szybko z lematu 2. Wezmy dowolny punkt graniastostupa prawidlowego tréj-
katnego o krawedziach dlugosci 1. Rozwazmy trzy przypadki.

(1) Jezeli wszystkie odlegloéci punktu P do wierzcholtkéw pewnej podstawy
graniastostupa sa wieksze od 1, to na mocy lematu, odleglosci punktu P do
wierzchotkow przeciwleglych do krawedzi tej podstawy nie przekracza 1.
Czyli wszystkie odleglo$ci punktu P do wierzchotkéw drugiej podstawy
nie przekracza 1.



(2) Jezeli dwie odlegloéci punktu P do wierzchotkéw X, Y pewnej podstawy
XY Z graniastostupa sa wieksze niz 1, zas odleglo$¢ punktu P do trzeciego
wierzchotka Z tej podstawy nie przekracza 1, to na mocy lematu 2, odle-
glosé odleglosci punktu P do wierzchotka Z' przeciwlegltego do krawedzi
XY nie przekracza 1. Odcinek ZZ' jest krawedzig boczng tego graniasto-
stupa.

(3) Jezeli dwie odlegloéci punktu P do wierzchotkéw dowolnej podstawy nie
przekracza 1, to odlegtosci do koncéw pewnej krawedzi bocznej nie prze-
kracza 1.



Janusz Olszewski

Zadanie nr 863 (Delta nr 6 (589) 2023)
Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p > 2 takie, ze kazda z liczb p+ 4k2, gdzie
k=1,2,...,p— 1, takze jest liczba pierwsza.

Rozwiazanie

Rozwazmy nieco ogélniejszy problem:

wyznaczyé wszystkie liczby naturalne m > 1 takie, Ze kazda z liczb m+4k2, gdzie
k=1,2,...,m—1, jest liczbg pierwszg.

FLatwo sprawdzamy, ze gdy m < 7, wowczas tylko liczby m = 3 i m = 7 spelniaja
zadane warunki. Udowodnimy, ze nie ma liczb naturalnych m wiekszych niz 7
dla ktérych kazda z liczb m +4k?, gdzie k = 1,2,...,m—1, jest liczba pierwsza.
Gdy m jest parzyste, wowczas liczby m + 4k? sa zlozone.

Gdy liczba m jest nieparzysta, wéwczas jest postaci 4n + 1 lub 4n — 1.

Jezeli m = 4n + 1, to przyjmujac k = n < m otrzymujemy liczbe m + 4k? =
(2n + 1)2, bedaca kwadratem liczby wickszej niz 1, a wigc otrzymujemy liczbe
zlozona.

Jezeli m = 4n — 1 oraz liczba n ma dzielnik wladciwy nieparzysty d > 1, to
przyjmujac 2k — 1 = d otrzymujemy liczbe m + 4k? = 4n + (2k — 1)(2k + 1)
podzielng przez d (bo kazdy skladnik 4n i (2k — 1)(2k + 1) dzieli sie przez d).
Liczba d jest mniejsza niz m, wiec liczba m + 4k? jest zlozona.

Jezeli m = 4n —1 oraz liczba n nie ma dzielnikéw wlasciwych nieparzystych,
tom =29 — 1 dla pewnego g > 4 (bo m > 7).

Gdy liczba q jest parzysta tj. m = 22! — 1, wéwczas dla k = 2! + 1 liczba
m+4k% =220 — 14+ 4(28 +1)2 = (2! + 1)(5 - 2! + 3) jest zlozona.

Jezeli ¢ = 4t + 1, to przyjmujac k = 2!~ otrzymujemy liczbe m + 4k? =
24 1 4220 = (22 4 1)(221F1 — 1), ktéra jest zlozona.

Jezeli ¢ = 4t + 3, to przyjmujac k = 227! otrzymujemy liczbe m + 4k? =
2443 1424 = (3-41)2 — 1= (3-4" — 1)(3 - 4" + 1)), ktéra jest zlozona.
OdpowiedZ na problem postawiony w zadaniu oraz jego rozszerzong wersje jest
taka sama: tylko liczby 3 1 7 spelniajq Zgdane warunksi.
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Zadanie 863. Komentarz.

Wydaje sie oczywiste, ze warunki zadania moga spelnia¢ tylko dostatecznie male liczby
pierwsze, a dalej wejdzie efekt statystyczny powodujacy, ze rozwazane p? liczb bedzie mu-
sialo mie¢ jakies nietrywialne czynniki pierwsze. Takie podejscie wydaje mi sie naturalne,
probowalem zaimplementowaé je w ponizszej (niekompletnej) probie rozwiazania.

Inne rozwiazanie (préba). Liczby pierwsze postaci p = 4k + 1 sa wykluczone, bo dla
nich p + 4k* = 4k + 1 + 4k* = (2k + 1)? nie jest liczba pierwsza. Dla liczb pierwszych p = 3
(mod 4) udowodnimy najpierw lemat.

Lemat. Jezeli liczba pierwsza p = 3 (mod 4) spelnia warunki zadania to kazda nieparzysta
liczba pierwsza 3 < ¢ < p jest niereszta kwadratowa modulo p.

Dowdéd lematu. Przypusémy przeciwnie, ze pewna nieparzysta liczba pierwsza 3 < g < p
jest reszta kwadratowag modulo p. Korzystajac z faktu, ze p%l jest nieparzyste i z prawa
wzajemnosci reszt kwadratowych obliczamy

()-()O-C) == ()

Wobec tego —p jest reszta kwadratowa modulo ¢, czyli istnieje catkowite 1 < x < ¢ — 1 dla
ktorego

—p=2* (mod q).
Jezeli x jest nieparzyste, to zastepujemy x przez parzyste ¢ —x i kongruencja nadal zachodzi,
lacznie z warunkiem 1 < x < g — 1. Niech wiec x = 2k, wowczas 1 < k < % < p oraz

p+4k: =p+a? = (mod q),
a wiec p + 4k? dzieli sie przez mniejsza od siebie liczbe pierwsza ¢, czyli, wbrew zalozeniu,
jest liczba ztozong. Sprzecznosé koniczy dowod. Il

Resztami kwadratowymi w przedziale [0,p) dlap =33 0,1 zas dla p = 783 0, 1,2, 4, zatem
faktycznie nie ma wérod nich nieparzystej liczby pierwszej. Wystarczytoby zatem pokazaé:

Hipoteza. Dla kazdej liczby pierwszej p > 11 istnieje liczba pierwsza 3 < ¢ < p bedaca
resztg kwadratowa modulo p.

Tutaj zaczynaja sie schody. Statystycznie/heurystycznie/eksperymentalnie rzecz biorac dla
dostatecznie duzych p nie ma innego wyjscia, ale co innego wykazaé to precyzyjnie. Sa rézne
7rodla na temat najmniejszej reszty kwadratowej modulo ustalone p bedacej liczbg pierwsza,
ale zawsze albo troche brakuje, albo wynik jest asymptotyczny, albo dopuszcza mozliwosé
q = 2, albo ja nie znam wystarczajaco analitycznej teorii liczb... Takze tutaj przypadek p = 1
(mod 4) jest latwiejszy, ale my potrzebujemy akurat gléwnie ten przeciwny. W zwiazku z
tym tutaj odpuszczam.
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